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1 Vypocetni model

Definice (Turingiiv stroj). Turingtiv stroj je pétice T = (A, Q,6,q, F) kde
A je vnéjsi abeceda stroje obsahujici prazdny znak A

@ je vnitini abeceda stroje, tedy aktivni a pasivni stavy

d je pfechodové funkce stroje, tedy funkce § : A x Q@ — Q x {«,0,—} x A
q je pocatecni stav stroje

F jsou pasivni (koncové) stavy stroje.

Poznamka 1.1. Turingtv stroj provadi tii operace v jednom taktu: ¢teni, zapis a zménu stavu.
Definice (Konfigurace Turingova stroje). Konfigurace Turingova stroje je obsah nejmensi souvislé
casti pasky, ktera obsahuje vSechny neprazdné pole, ¢tené pole a stav stroje.

1.0.1 Operace Turingova stroje

skladani T,(5)7T>(S) kde T} a T jsou Turingovy stroje. Nejprve dojde k provedeni programu T,
poté programu T5. Formalné dojde k nahrazeni koncovych stavi 77 pocateénim stavem 75,
slouceni 67 a J pricemz Q1 a Q2 musi byt disjunktni.

podminéna rovnost 7T1(S5) ~ T»(S) kde T1 a Ty jsou Turingovy stroje. Pokud jeden vyraz ma
smysl (mé hodnotu, je definovan) pak mé i druhy a plati rovnost.

konvergence T'(S5)| kde T je Turingtv stroj. Plati pokud T konéi.

divergence T'(S)] kde T je Turingiv stroj. Plati pokud T nekondi.

1.0.2 Zakladni modifikace Turingova stroje
(1) Turingiv stroj kde § : A x Q@ — Q x {L, R} x A (vzdy pohyb) je stejné silny.

(2) Turingiiv stroj kde 6 : AXx Q — Q x {L} x Anebo d: AxQ — Q x {R} x A (pohyb pouze
jednim smérem) je stejné silny jako koneény automat.

(3) Turingiiv stroj s jednostrannou péaskou je stejné silny (pfevedeni na vicestopou pasku jako
kartézky soucin A = (AU {A}) x (AU {\}), stroj si pamatuje stopu).

(4) Turingiiv stroj s omezenou ¢innosti je stejné silny (standardné tii operace v jednom taktu,
staci dvé i jedna).

(5) Turingiiv stroj s omezenou abecedou je stejné silny (staci A, | a pouZijeme bindrni kédovéni).
(6) Turingiiv stroj s omezenymi stavy je stejné silny (staéi dva stavy, jeden vSak jiz nestaci).

(7) Turingiiv stroj je silngjsi nez zasobnikovy automat, ale 1ze ho simulovat pomoci dvou zdsob-
nikovych automat.

Poznamka 1.2. Casto pouzivanou modifikaci je Turingfiv stroj s okraji/omezovaci které oznacuji
“pracovni ¢ast” pasky. Pokud pfi béhu stroje narazim na okraj nebo mazu znaky sousedici s
okrajem, musim posunout okraje.



Definice (Univerzalni Turingiv stroj). Mame ddnu abecedu A, univerzalni Turingtiv stroj U(code(T'), code(S))

T(S), kde T je Turinglv stroj v abecedé A.

A={\|}, Q@ ={ro,r1,72,...,7m} kde ro je koncovy stav, r; poéateéni stav. Kédujeme na
pasku stroje U pasku stroje T se ¢tenym symbolem, stav stroje a linedrni kdd stroje. Jeji obsah
je tedy

Y blok 1Y blok 2 Ablok3 xO; xOy ... X0, Y

kde blok 1 obsahuje kéd S, tedy nejmensi souvislou ¢ast pasky T, blok 2 obsahuje kéd stavu T a
blok 3 obsahuje ¢tené pole oznacené jako M.
Pro kazdy aktivni stav r; stroje T’ mame dvé instrukce r; A a r;|, potom O; je tvaru

pismeno, smér 0 novy stav r; A pismeno, smér [J novy stav r;]| .

TiA Ti‘

Pfi béhu stroje kontrolujeme zda blok 2 obsahuje jedinou | ktera je ekvivalentni 7. Pokud ano,
pak “vycistime” vystup a upravime blok 1 na vysledek. V opa¢ném pripadé blok 2 obsahuje ¢ 4 1
|. Musime tedy najit instrukci O; a to tak Ze po bitech umazévam | a oznac¢uji mod 2 0. Podle
obsahu bloku 3 najdu hledanou instrukci ktera je ve tvaru

pismeno, smér [] novy stav.

Novy stav prenesu do bloku 2. V pfipadé ze smér je o dojde k prepisu bloku 3, jinak dojde k zapisu
symbolu na misto pole M.

Pozorovani 1.3. Otdzka zda U(code(T), code(S))] kde T je Turingiv stroj s daty S je algorit-
micky nerozhodnutelny problém (neexistuje Turingiv stroj ktery by vidy konvergoval a rozhodl,
tedy T(S)] ). Tento problém se nazyvd halting problém.

Diikaz. Pro spor predpokladejme Ze ano. Sestrojime novy Turingtv stroj Alg takovy, ze Alg(K)|
<— U(K, K)]. Necht Alg ma kéd @, pak Alg(Q)| — U(Q,Q)] — Alg(Q)! coz je spor. N

Poznamka 1.4. Dukaz predchoziho tvrzeni je zalozen na Cantorové diagondlni metodé.

Poznamka 1.5 (Cantorova diagonédlni metoda). Necht {A,},, B = {n|n ¢ A,}. Pak plati
B # A,.

2 Primitivné a ¢asteéné rekurzivni funkce

Pracujeme s ¢astecnymi funkcemi N¥ — N (aritmetické funkce). V jistém smyslu jde o funkcionalni
pohled, ktery dovoluje jak pohled na programy, tak abstrakci od programu (jenom funkce). Mame
tedy jednu vy¢islitelnou funkci, a mnoho programu které ji vycisluji.

Induktivni vystavba, mame zaklad (axiomy) a odvozovaci pravidla (obdoba logiky 1. fadu).
Pojem dikazu je definovan jako odvoditelnost z axiom.

2.0.3 Zakladni funkce

Jsou definovany vSude (nebo-li jsou totélni) a jsou efektivné vydislitelné.

Nulova funkce

o(x) =0
Naslednik
s(x) ~x+ 1.
Projekce ,
D(x1,...,¢n) 2z, 1 <j<n.

~



2.0.4 Odvozovaci pravidla (operatory)
Operator substituce S7(f,q1,...,9m) = h, kde

hzy,...;zn) ~ flgr(zr,- o 2n)y oy gm(T1, ..., T0n)).
Operator primitivni rekurze R, (f,g) = h kde

R0, z2,...,2,) =~ f(z2,...,%y)
h(y+17$27"'7x’n) =~ g(y,h(y,xg,...,xn)7x2,...,xn).

Operator minimalizace M, (f) = h kde
h(z1, ... mn) = py(f(z1,. -, 0, y) 2 Y)
h(xla s 7'1:77,) =y — (vz)z<y(f(x1a vy Ty Z)l# 0) & (f(‘rlv o 7$n,y)l: O)

Poznamka 2.1. S]*, R, jsou operatory které z funkci “vytvareji” nové funkce pfi¢emz zacho-

véavajl totdlnost (vSude definovanost) a algori¢mitnost (efektivni vy¢islitelnost). M,, zachovava
algoritmickou vy¢islitelnost, nemusi zachovavat totalnost.

Definice (Primitivné rekurzivni funkce). T¥ida primitivné rekurzivnich funkci (PRF) je nejmensi
tfidou funkci, obsahujici zakladni funkce a je uzaviena na operatory )", R,.

Definice (Castetné rekurzivni funkce). Tiida cdstecné rekurzivnich funkci (CRF) je nejmensi
tfidou funkci, obsahujici zakladni funkce a je uzaviena na operatory S;*, R, a M,.

Definice (Obecné rekurzivni funkce). Tt¥ida obecné rekurzivnich funkci (ORF) coz jsou ty CRF,
které jsou totalni (tzn. vSude definované).

Tvrzeni 2.2. Viechny PRF jsou totalni.
Diikaz. Indukci trividlné z definice. |
Tvrzeni 2.3. Vsechny CRF jsou efektivné vycislitelné.

Diikaz. Zvolme programovaci jazyk, fixujme programy pro vycisleni zakladnich funkci, operatory
zachovéavaji efektivni vydéislitelnost (tedy z programut délaji programy), |

Tvrzeni 2.4. Plati PRF C ORF C CRF a navic PRF # ORF # CRF.
Dikaz. g(z,y) ~y+1 je jisté PRF, p,(g(z,y) ~ 0) neni nikde definovana. [ |

Piiklad. Soucet = + y je PRF, Diikaz (Idea) je 0+ y =y, (x+ 1) +y = (z + y) + 1. Potfebuji
funkei 11, s, S3(s,13), Ra(I1,95(s,13)) ((x +1) +y = g(z,2 + y,y)).

Definice. Odvozeni funkce f (“analogie ditkkazu”) je koneénd posloupnost funkci z nichz kazd4 je
bud zékladni, nebo vznik4 z pfedchozich povolenym operdtorem spolu s analyzou, kterou zékladni,
z kterych ptredchozich a jakym operatorem. Posledni funkci posloupnosti je funkce f.

Poznamka 2.5. Analogicky lze definovat pojem primitivné rekurzivniho termu resp. ¢asteéné
rekurzivniho termu, kde o, s, I} jsou zakladni termy a operatory S)', R,, M, které korektnim
zpusobem vytvareji dalsi termy.

Poznamka 2.6. Lze formdlné ve funkciondlni logice kde Ry (I1,S3(s,I3)) je funkéni term a x + 2
je Ciselny term. Pfechod mezi témito termy je mozny pomoci

(1) X-abstrakce, Ayy(z + y) je funkce 2 proménnych z,y

(2) aplikace Ap coz je vyhodnoceni funkéniho termu na ¢iselném, Ap(A,y(x +y),2,3) = 5.



Priklad. Nésobeni A;y(z - y), Dikaz (Idea) je 0-y =y, (z+1) -y = = - y + y. Potfebuji funkei
Ra(0, S3(+, 13, 13)) ((z + 1) -y = g(x, 2 - y,y)).

Poznamka 2.7. Pro vydisleni PRF potiebuji programovaci jazyk podobny Pascalu ktery ma «—,
+1, aritmetické konstanty a konstrukce if then else, for. Pro vyéisleni CRF navic while. Nesmi
mit goto.

Definice. Mnozina M je rekurzivni jestlize Cps je ORF (kde C je charakteristickd funkce).

Pozorovani 2.8. MnoZina M je rekurzivni jestliZe existuje program, ktery na libovolném vstupu
konverguje (|) a vract hodnotu pravda (1) nebo nepravda (0) (mnozina M je algoritmicky roz-
hodnutelnd).

Definice. MnozZina M je rekurzivné spocetnd jestlize funkce a(x) takova, ze a(z)] < x € M,
je CRF.

Poznamka 2.9. a(z)] <= z € M a pokud «a(x)|, pak a(x) = 1, tedy M jednoznacné uréuje a.

Pozorovani 2.10. MnozZina M je rekurzivné spocetna jestlize je definiénim oborem néjakého
programu. Tedy o je CRF pokud md program ktery Pr(z)| <= z € M.

Poznamka 2.11. « je CRF pravé tehdy, kdyz o je odvoditelna, coz je pravé tehdy, kdyz existuje
program, ktery presné vycisluje a.

Pozorovani 2.12. Dudlni k mnoZindm jsou predikaty (vlastnosti, podminky).
Definice. Predikat P je obecné rekurzivni jeslize jeho C'p je ORF.

Definice. Predikit P je rekurzivné spocetny jestlize P je defini¢nim oborem né&jaké CRF (tzn.
defini¢nim oborem né&jakého programu).

Definice. Predikat P je primitivné rekurzivni jestlize Cp je PRF (tzn. “naprogramovatelna”
pouze pomoci R,,).

Poznamka 2.13. PRF, CRF maji vyhody i nevyhody. Mezi nevyhody patii, Ze vSe (koneéné
objekty, konfigurace Turingovych stroju, apod.) je potieba kédovat pomoci pfirozengch disel.

Poznamka 2.14. Budeme kédovat primitivné rekurzivnimi prostiedky.
Pozorovani 2.15. Vsechny “rozumné” vsude definované funkce jsou PRF.
Piiklad (Kédovani objektit).

— dvojice ¢isel se kéduje jako (z,y) = % + x, pficemz [({x,y)) =z, r({z,y)) =y

— n-tice ¢isel se kéduje jako (z1, ..., Tnt1)nt1 = (T1, (T2, ..., Tp)n), PHCemz ((T1, ..., Tn)n)ni =
T
— slova v kone¢né abecedé, p(i) = i-té prvodéislo, abeceda A = {a1,...,a;}, slovow = a;, ... a;,
se kéduje jako p(0)% ---...---p(I)*
s .. o P L L E o
— konec¢na mnozina pfirozenych ¢isel, ) ma kéd 0, {z1,...,zx} ma kéd z = )", | 2%

Neni dulezité jak kdédujeme, ale je potieba kdédovat efektivné coz lze primitivné rekurzivnimi
prostiredky.

Piiklad (Piiklady PRF).
(1) z=y = max{0,z — y}

(2) sg(z)=0proz=0asg(zx)=1prox >1



(3) sg(x) =1—sg(x)
Piiklad (Piiklady PRP).

Lemma 2.16. Spojky vgrokového poctu (A,V,—) zachovdvaji jak primitivni, tak obecnou rekurzi-
vitu. Tedy prunik, sjednoceni a dopinék rekurzivnich mnoZin je rekurzivni.

Diikaz. Bud Cp charakteristicka funkce P a Cg charakteristicka funkce Q). Pak plati
PANQ << C(Cp-Cqy

PvQ@ <<= sg(Cp+Cq)
-P < sg(Cp)

|
Lemma 2.17. Omezené kvantifikdatory zachovdvaji primitivni a obecnou rekurzivitu.
Dikaz. (Vx)z<y, (V2)z<y je omezend konjunkce (posloupnosti 0, ...,4); (32)s<y, (32)z<y je ome-
zend disjunkce (posloupnosti 0, ..., y). [ ]

Véta 2.18. Pokud P je ORP, pak P i —P jsou rekurzivné spocetné.

Dikaz. Vime ze logicka spojka — zachovava rekurzivitu, staci tedy dokazat pro P. Rekurzivita im-
plikuje rekurzivni spocetnost. Je vidét, ze P(z) je ORP a pouZijeme algoritmus ktery je definovan
jako “zastav v pfipadé ze P(z) je pravdivy”. |

Pozorovani 2.19. Pokud M je rekurzivni mnoZina, pak M a M jsou rekurzivné spocetné.

2.1 Ekvivalence Turingovych stroji a ¢asteéné rekurzivnich funkci

Poznamka 2.20 (Turingovskd vyd¢islitelnost). Fixujeme kédovani pFirozenych ¢isel jako k-tic na
pasku. Turingovskd vycislitelnost funkce ¢ : N¥ — N znamena, ze existuje Turingtiv stroj 7', ktery
pri zvoleném kédovani vycisluje .

Véta 2.21. Kazdd CRF je Turingovsky vycislitelnd.

Drikaz. T¥ida CRF byla definovéna indukci, dokédZeme tedy indukei. Pro zakladni funkce véta jisté
plati, stejné tak pro zdkladni operatory. Vse ostatni je vytvofeno pomoci induktivni vystavby. B

Poznamka 2.22. Konec¢né objekty kédovany pfirozenymy ¢isly, tedy primitivné rekurzivnimi
prostiedky.

Véta 2.23. Turingiv stroj lze reprezentovat pomoci CRF.

Diikaz. Lze to co déla Turingiiv stroj reprezentovat pomoci CRF? Turingovy stroje nejsou induk-
tivné definované. Je nutné kddovani konfiguraci Turingova stroje pomoci prirozenych cisel.
Dostaneme ¢islo ¢ které kéduje konfiguraci S, to rozkéduji, provedu jeden krok Turingova stroje
(lokalni zalezitost) a novou konfiguraci Sy zakdéduji jako c;.
Je cislo a kédem slova, které je vlevo od vyskytu néjakého ¢ € Q7 Takové a najdi, b vpravo,
agsb program Turingova stroje. |

Véta 2.24. Jeden krok Turingova stroje je primitivné rekurzivni zdleZitost. Obecnéji pro procesor,
jeden takt prdce je primitivné rekurzivni zdleZitost.



Dikaz. Ke kazdému Turingovu stroji T' lze sestroji PRF Stepr, takovou Ze Stepr(code(S))

code(T'(S)). Jde o aritmetizaci prace Turingova stroje.

Dusledek 2.25. Ke kazdému Turingovu stroji T lze sestrojit PRF Compr takovou Ze
Compr(code(S),t) = code(prdce T(S) za t krokdi).

Dikaz. Provedeme t iteraci Stepr. |

Poznamka 2.26. Otazka je jak dlouho by mél Turingtiv stroj pracovat (jaké zvolit t). Reseni
je “pracuj dokud neskonéis”! Tedy iterace kroki Turingova stroje dokud neni ¢ € F (nebo-li
1t (za t krok v koncovém stavu)).

Véta 2.27. Ke kazdému Turingovu stroji T Ize sestrojit PRF Compr a CRF gr takovou Ze pro
libovolny stav S stroje T
gr(code(S)) ~ code(T(S5)).

Navic je
gr(x) ~ Result(Compr(z, ue(za t kroki skonéi T nad konfiguract s kddem x)).
Poznamka 2.28. Nékdy je vhodné pouzit modifikaci
pe(za to krokt skondi a t; je kéd mezivysledki za to krokii)
kde ¢ je kéd dvojice (to,t1). Nyni je Result vydéleni druhé slozky,
g(x) ~ Result(u:(za to krokii skonéi a t; je kéd mezivysledkt za to kroki)),

tedy Result je jednoduchd PRF (primitivné rekurzivni zdleZitost, iterace po krocich).

3 Ackermannova funkce

Pozorovani 3.1. Iteraci operace souctu ziskdvdme operaci ndsobent, iteraci operace ndsobeni
ziskavame operaci mocnént, atd. iterace predchozi aritmetické operace f(i,x,y) kde i je pocet
iteraci a x,y jsou operandy.

Definice (Ackermannova funkce). Ackermannova funkce je definovana jako

1 =0
A0,z) = {2 z=1,
r+2 x>1
Aly+1,0) = 1,
Aly+1lz+1) = Ay, Aly+12)).

Tedy jde o induktivni schéma, které urcuje jedinou jednoznac¢né definovanou totalni funkci.
Pozorovani 3.2. Funkce A je ORF.
Diikaz. Snadno vidét. |

Poznamka 3.3. A je v podstaté matice funkei A(y, z) = fy,(z), tedy

folx)=z+2 z>2

filx) =22 x>1

fa(x) =27 v8echna x
2

fa(x) = 22" x>1,

obecné potom f;(z) = A(i, x).



Poznamka 3.4. NaSim cilem je dokazat ze A neni PRF. Tedy na vy¢€isleni funkce A nestaci
koneény pocet for cykli (ale je potfeba while cyklus).

Definice. Méjme primitivné rekurzivni termy, pak hloubka termu depth je definovana jako
(1) depth(s) = depth(o) = depth(I}) = 0
(2) depth(S;'(P,Q;)) = max(depth(P), depth(Q;))
(3) depth(R,(P,Q)) = max(depth(P),depth(Q) + 1)

Poznamka 3.5. Hloubka primitivné rekurzivniho programu je ekvivalentni poétu do sebe vnofe-
nych for cykld.

Definice. R; bud t¥ida funkci, pro které existuje primitivné rekurzivni program hloubky < i a
plati, ze t¥ida PRF odpovida | J, R;.

Pozorovani 3.6. Bud (Vi);>1f; € R; — R;_1, potom fi+1 majorizuje vechny funkce z R;, tedy

(Vg(z)) € Ri : (Fzo)((Va)z 2 T0 fiv1(x) > g9(2)).
Lemma 3.7. f;(z) = A(i,z) roste v obou proménngch vyjma koneéné mnoha hodnot.
Tvrzeni 3.8. Funkce A neni PRF.

Diikaz. Necht je, potom A(x,x) méa primitivné rekurzivni program, tedy plati A(x,z) € R;, pro
néjaké ig a A(z,z) < fi,+1(z) < fz(x) = A(z, ) coz je spor. |

Pozorovani 3.9. Funkce A~ roste nesmirné pomalu.

4 Univerzalni a ¢astecné rekurzivni funkce

Piiklad. Mé&jme spocetnou tfidu F (1 proménné). Bud U univerzalni funkce pro t¥idu F. Plati
(1) (Vi)(A\U(i,x) € F)
(2) (V9)g € FEi)(g = AU(I, 2)).

U poskytuje numeraci (indexaci) funkei z F, U(i,z) je i-t4 funkce. Pro CRF “hezké”. Otazka je
jak “slozitd” a “ogklivd” je U?

Véta 4.1. Trida PRF (jedné proménné) nemd univerzdalni funkci kterd je PRF.

Diikaz. Pomoci Cantorovy diagonédlni metody. Pro spor pfedpokladejme Ze ano. Bud touto U(, z)
kterd je PRF. Vezméme 1= U(x, z) ~ U(ig, x). Pro x = i plati 1= U(4o, i9) =~ U(ip, i), ob& strany
jsou tedy definovany coZ znamend spor. |

Pozorovani 4.2. Existuje univerzdalni funkce pro PRF, kterd je ORF.

Diikaz (Idea). Efektivné o¢isluj primitivné rekurzivni termy (primitivné rekurzivni programy) P,.

Potom U(i, x) = Comp(P;(z)). |

Definice. Bud U CRF a plati U(e, ) =~ {e}(x). Vidy lze oc¢islovat programy P, a plati U(e,x) ~
Comp(P,(z)). U(p,U(q, z)) ~ U(c(p, q), x), efektivné ¢(p, q) je programova kompozice. Jde o go-
delovskou numeraci. ¢(p, ¢) byvéa ¢asto PRF, ale sta¢i ORF.

Ekvivalentni je godelovskd numerace. Bud V' CRF 2 proménnych, V(m,x) ~ U(B(m), z) kde
B je PRF. Fixaci m vznikd A,V (m, z) kterd musi mit index, zde efektivné G(m).

Vzdy plati, Ze pokud pfirozené ocislujeme programy P., pak U(e,z) ~ P.(z) je godelovska
numerace. Plati, Ze e-t4 funkce je vycislovana e-tym programem. V gidelovské numeraci méa jedna
funkce nekone¢né mnoho programd.



Véta 4.3 (Kleeneho véta o normalni formé). Ezistuje PRF U a pro kaZdé k > 1 existugi
— PRF s (k+ 1 proménnych)
~ CRF 4, (k+ 1 proménnych)
- PRP Ty, (k+ 2 proménngch)
takové, Ze
(1) Yr(e,x1,...,x1) je univerzdlni pro tridu CRF k proménnyjch, tedy je gdodelovskou numeract

(2) Yrle,xr,. .., xn) =~ U(pTr(e, 1, ..., 2, 2)) kde pii 2,y 20 20 kroki skonci s mezivysledkem
z1, U wvydeli 2. sloZku

(8) sk roste ve viech proménngch

(4) Yman(€ U1y ooy Ymy 1y ooy Tn) = Un(Sml€, Y1, .oy Ym), 1, - - -, ) (tzv. s — M — n véta)

(5) Tm+n(67y17 e Ymy L1y ey Ty Z) — Tn(sm(eayla s 7ym)7zla vy Ty Z)
Diikaz. Syntaktickd manipulace s e, yy,...,ym. Funkce s, mize byt definovina jako “Cekej na
Z1,...,Zn, vezmi e a pust jej na y1,...,Ym,1,...,T,". Tedy s,, zavisi pouze na m (historicky
Sm.n, ale diky Sikovnému kédovani nezavisi na n). ||

Poznamka 4.4. Jak dokézat vétu 4.3 pomoci univerzalniho Turingova stroje? Mame univerzalni
TS a diky ekvivalenci TS a CRF pfevedeme na univerzalni CRF.
Méjme univerzalni TS, vlastni program bez dat

Y code(y1,...,ym) AMY...Y
kde M znamend ¢ekani na data x, tedy

Y code(y1,...,Ym) A code(zxy,...,z,) Y ... Y.

Poznamka 4.5. ¢y(e, x1,...,z5) ~ U(pyTr(e, x1, ..., 2k, y)), godelovskd numerace
Uit (€ YLy ooy Yms 1y e v oy @) = Un (S (€Y1, oo Ym), X1y ey T )s
Sm je syntaktickd manipulace a e, y1, ...,y ndm dava novy program S, (e, y1, ..., Ym)-
Véta 4.6.
(1) Predikdt vy (e, x1,...,xx)] je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni,
(2) negace, tzn. Yi(e,x1,...,2x)T nend rekurzivné spocetnd,

(3) neexistuje ORF, kterd by byla rozsirenim .

Diikaz. Bud 91 (e, x)| rekurzivné spocetny. Kdyby byl rekurzivni, pak jeho negace by byla také
rekurzivni a tim spiSe rekurzivné spocetna. Staci tedy dokézat Ze negace, tzn. v (e,z) T neni
rekurzivné spocetna coz lze snadno Cantorovou diagonalni metodou.

Staci dokdzat, Ze 11 (x,x)1 neni rekurzivné spocetnd. Necht ano, pak existuje xg takové, Ze
Y1(z, z)] <= ¥1(x0, )|, dosadime x = ¢ a dostdvame spor.

1(e,x)] v proménné e fadi do posloupnosti vSechny rekurzivné spocetné predikéty. Existuje
eo kde 11 (eg, )T, tedy 11 trividlné neni totalni.

Necht g(e, x) je rozsifenim 1 (e, z) a je ORF. Bud f(z) ~ 1= g(z,z), f je ORF a m4 index,
pak f(x) =~ ¢1(eo,x), a tedy f(eo) =~ 11(eq, e9) kde obé strany konverguji a 11 (e, e9) =~ g(eo, €p).
Z toho 1+ g(eg, ) ~ g(eq, €o) pFiCemz obé strany konverguji coZ je spor. |

Dusledek 4.7. Halting problém (e, z)] (e-ty program zastavi na vstupu x) nent algoritmicky
rozhodnutelny (neni rekurzivni).



Tvrzeni 4.8. Bud CRF (3 rozsivenim 11, pak lze efektivné (z programu pro 3, tedy indexu [3)
nalézt ey takové, Ze B(e1,e1)] (nase efektivni vyhrdvajici strategie).

Diikaz. Necht 3 je CRF. a(z) ~ 1+ 3(z,r) a tedy a je CRF a m4 index (program) e;. a(z) ~
Y1(e1, ) a tedy a(er) ~ ¥i(e1,e1). Kdyby afer)], pak i 1(e1,e1)]. Z toho vyplyvé ze B(e1,e1)l
a fB(e1,e1) = i(e1,er). Plati tedy 1= 8(eq,e1) == B(e1,e1) coZ je spor. Tedy ey lze nalézt efektivné
z indexu (. |

Poznamka 4.9. (e, ) je univerzalni CRF, ona sama je CRF druhé proménné. Bud U univer-
zalni program, potom U(e, ) vyéisluje e-ty program na z.

Poznamka 4.10. Plati ¢ (e, z) ~ ¢.(x), nékdy také ¢ (z,e) ~ {e}(x).

Definice. Rekurzivné spodetné mnoziny jsou definiéni obory CRF. Tedy e-t4 rekurzivné spo-
¢etnd mnozina je definiéni obor e-té CRF (tzn. e-tého programu). W, je e-t4 rekurzivné spocetné
mnozina, tedy

We = {zl1(e, )|} = {zlpe(2)] }-
Definice. Mnozina K bud definovana jako
K = {z|z € Wy} = {z|1(z,2)|} = {z|p.(2)|}.
Véta 4.11.
(1) K je rekuzivné spocdetnd, neni rekurzivn,
(2) K neni rekurzivné spocetnd.

Dikaz. K je rekurzivné spocetna z definice. Kdyby K byla rekurzivni, pak i K by byla rekurzivni

a tedy rekurzivné spocetna. Staci tedy dokdzat, ze K = {x|x ¢ W, } neni rekurzivné spocetna.
Kdyby K byla rekurzivné spocetna, pak (Jz¢) takové, ze K = W,,. Platiz € K <= z € W,,

atedy 1o € K <= 1z € W,,, odtud zg € K coz je spor. |

4.1 1-preveditelnost, m-preveditelnost

Definice. A <; B (1-pfeveditelnost) pokud existuje prostd ORF f, takova, ze x € A <— f(x) €
B. A <,,, B pokud existuje ORF, takovd ze x € A <— f(z) € B.

Pozorovani 4.12. Plati f(A) C B a f(A) C B.

Definice. B je 1-uplna pokud B je rekurzivné spocetnd a existuje libovolna rekurzivné spocetna
A takova, ze A <i B.

Véta 4.13. K je 1-dplnd.

Diikaz. Vime, 7e K je rekurzivné spocetna. Bud'y € W, sestrojim pomocnou CRF «(z,y, w)| <=
y € Wy, (az,y,w) ~ ¢1(z,y)). « mé index a, tedy oz, y, w) ~ Ps(a, z,y,w) ~ P1(s2(a, x, y), w) ~
Dsy(aa,y) (w). Necht w = sz(a,z,y), pak y € W, <= a(z,y,w)| <= ©Osy(ay) (52(a,2,9))] =
so(a,z,y) € K.

Pro pevné z funkce A\ysa2(a,z,y) 1-pfevadi W, na K. |

Tvrzeni 4.14. Bud Ky = {{x,y)|y € W, }, je vidét, Ze Ky je 1-upind, K <y Ky.
Definice. A = B pokud existuje rekurzivni permutace f takova, ze f(A) = B.
Lemma 4.15. = je ekvivalence (reflexivni, tranzitivni a symetrickad).

Véta 4.16 (Myhill). Pokud A <1y B a B <1 A, pak A= B.
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Diikaz (Idea). Méjme dvojici funkei f : A — B a g : B — A pomoci kterych parujeme prvky z
mnozin A a B. Mé&me k dvojic, zobrazuji (k + 1)-ni prvek, na druhé strané musim najit volny
protéjsek. |

Véta 4.17. Bud A <, B, pak
(1) pokud B je rekurzivni, pak A je rekurzioni
(2) pokud B je rekurzivné spocetnd, pak A je rekurzivné spocetnd.
Analogicky pro <,,.
Diikaz. Plati z € A <= f(x) € B. Jestlize B = dom(3), pak A = dom(B o f). |

Véta 4.18. Relace <y a <,, jsou reflexivni a tranzitivni.

Definice. A =; B pokud A <; Ba B <; A.

5 Rekurzivné spocetné mnoziny

Lemma 5.1. Jestlize Q(x1,...,2Tn,y) je ORF, pak (Jy)Q(x1,...,xn,y) je RSP.

Diikaz. Intuitivné jasné, u,Q je CRF jejiz definiéni obor odpovidd (Jy)@Q, ta je ekvivalentni
py (1= Co(z1, ..., 20, y) ~ 0) coz je CRF. |

Tvrzeni 5.2. (3y)Tx(e,z1,...,2Tk,y) je univerzdlnim RSP pro tiidu vsech RSP k proménngch.
Diikaz. (Ve)(3y)Tk(e, 21, .., Tk, y) je rekurzivng spocetny predikat k proménnych. P(x1,...,xz,)
je RSP k proménnych, tedy

(Fe)P(x1,...,xr) <= (Fy)Tr(e,x1,...,Tk,Y).
Predikat

T/Jk(€7$17 L) ‘Tk) = U(,uka’(€7x15 v ,«Ik,y))

je definovén definiénim oborem. (Jy)T% (e, x1, ..., Tk, y) je univerzalni pro vSechny RSP. |
Pozorovani 5.3. Tato numerace RSP je gidelovskd (hlavni, atd.), tzn. plati pro ni véta 4.3.
Tvrzeni 5.4 (Zakladni vlastnosti).

(1) Pranik a sjednoceni dvou rekurzivné spocetngch mnoZin je rekurzivné spocetnd, nebo-li A,V
zachovdvd rekurzivni spocetnost predikati. Dokonce existuji PRF o, 3 takové, Ze Wy (g ) =
Woen Wy a Wa .y = We UW,, «, B je aritmetizace téchto operact.

(2) Necht Q) je RSP, potom (Vy),<:Q je RSP, tedy omezend obecnd kvantifikace zachovdvd
rekurzivni spocetnost.

(8) Necht Q je RSP, potom (Jy)Q je RSP, tedy existencni kvantifikace zachovdvd rekurzivni
spocetnost.

Drikaz.

(1) Intuitivné jasné, m&jme 2 programy Pri, Pro, pro prinik musi oba konvergovat, pro sjedno-
ceni aspon jeden. Pro formalni diikaz je potieba véta 4.3
Tedy (Fy(Ti(a,z,y) V (3y)T1(b,x,y) je univerzélni vyjadieni disjunkce a-té a b-té rekur-
zivné spocetné, coz je ekvivalentni (Jy)(T1(a,x,y) vV T1(b,z,y)) coz je rekurzivné spocetné a
ekvivalentni (pro néjaké e) (3y)Ts(e,a,b,z,y) < (Jy)Ti(s2(e,a,b),z,y), tedy B(a,b) =
sa(e, a,b). Plati tedy

Gy)Ti(a, z,y) A (Fy)Ta(b,2,y) <= (32)(T1(a, 7, (2)21) AT1(b, 2, (2)2,2)

kde z = (yo,y1) a (2)2,1, (2)2,2 znamend vydéleni prvni, resp. druhé slozky. To je ekvivalentni
(32)(T5(e1,a,b,z,2)) <= (I2)T1(s2(e1,a,b),x, 2), tedy a(a,b) = sa2(e1,a,b).
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(2) Intuitivné jasné, jde o kone¢nou konjunkci 0, ..., ¢. Formélné
(Vy)y<t(F2)Tk(a, 21, ..., ZK—1,Y,2) <= Fw)(VY)y<iTh(a,z1,. .., Te—1,Y, (W)i+1,y)
kde w = (zo, ..., 2). Jde tedy o RSP a plati (pro n&jaké es)
(32)Tgr1(ea,a, 1, ... xp—1,t,2) <= (I2)Tr(s1(e2,a),z1,...,TK_1,t,2).
(3) Formalné
(Fy)32)Tk(a,z1,. .., 25y, 2) <= (Bw)Ti(a,z1,..., Tk, (W21, (W)2,2)
kde w = (y, z) a stejné jako v pfedchozim pfipadé plati (pro néjaké es)

(32)Tk+1(83,a,$1, S T T Z) — (HZ)TK(Sl(e?n a)7x17 ey Tl by Z)

Tvrzeni 5.5.
(1) Negace nezachovdvd (obecné) rekurzivni spocetnost.
(2) Obecnd kvantifikace nezachovdvd rekurzivni spocetnost.
Diikaz.
(1) Bud K rekurzivné spocetn4, ale K neni.

(2) (Vy)-Ti(z,z,y) neni rekurzivné spocetny ((Vy)-T1(x,z,y) <= —-(3By)Ti(z, z,y)).

Lemma 5.6 (O selektoru). Bud Q(z1,...,x,y) RSP, potom existuje CRF ¢ a plati
o(z1,..., k)l = (F)Q(x1,...,xk,y)
Sp(x:l?"'?mk)l ﬁ Q(‘Tlv"'ka?@('xl?'")mk))

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti zvolme k = 1. Hleddme nejmensi dvojici (y, s) takovou, ze za s-
krokti na z, y konverguje. Formalné vyjadfeno, necht @ je rekurzivné spocdetny, lze jej tedy vyjadiit
ve tvaru (3s)Tz(a, x,y, ), budeme hledat ¢ () ~ (pw Ta(a, z, (w)2,1, (W)2,2))2,1 kde w = (y,s). N

Definice (Graf funkce). Graf funkce f(z) ~y je {{z,y)|f(z) ~ y}.

Tvrzeni 5.7. Funkce je CRF prdvé tehdy, kdyz md rekurzivné spocetny graf.

Diikaz.

<= Intiutivné svobodna volba jediného mozného.

= {(z,y)|(3s)(za s krokt konéi vypocet s vysledkem y)} ({{z,y)|(Is)T1(a,z, s)&U(s) = y}).
|

Véta 5.8 (Postova véta). M je rekurzivni prdave tehdy kdyz M, M jsou rekurzivné spocetné.

Diikaz.

<= Trivialné plati.

= Intuitivné snadné, méjme dva programy Pry, Pra, spustime oba paralelné a ¢ekame ktery se
zastavi. Formalné (x € M & y =1) V (z € M & y = 0) a pouzijeme selektor Cy;.
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5.1 Generovani rekurzivné spocetnych mnozin

Definice. Casteénd funkce o se nazyvé usekovd pokud dom(y) je pocateénim tisekem N (Ize také
celé N, tzn. ze miZe byt vSude definovana).

Véta 5.9. Kazdd rekurzivné spocetnd mnoZina je oborem hodnot néjaké CRF.

Diikaz. Zvolime predikat P(z,y) = 2 € W, & y = x, pouzijeme selektor a dostavame CRF ¢,
tedy dom(p) = range(p) = W,. |

Véta 5.10. KaZdy obor hodnot CRF je rekurzivné spocetnd mnoZina.

Diikaz. Méjme CRF «, chceme najit CRF 3 takovou, ze dom(3) = range(a) a 3(y)| prave tehdy
kdyZ se na y néco zobrazi. Necht je tedy déno y, hleddme x tak aby a(z) = y (prvni které
najdeme). Potom «(z) ~ U(u,Ti(e, z,2)), B(y) = pw(a(z)] za s kroki&a(x) = y) kde w = (z, s)
a (u:Ti(a, (2)2,1,(2)2,2) & U(2) = y)2,1- u

Lemma 5.11. Rekurzivni mnoZiny jsou prdvé obory hodnot rostoucich tisekovych CRF.
Diikaz.
= Bud M je rekurzivni, potom «(0) ~ p,(y € M), a(n+1) ~ p,(y > a(n)&y € M).

<= Bud a rostouci tisekova CRF. Pokud je dom(a) = {0, ..., k} koneény, pak M = {a(0), ..., a(k)}
je rekurzivni. Pokud je naopak dom(«) nekoneény, pak M je rekurzivni nebof z € M <=
(Fy)y<a(a(y) = z) pro z € {«(0),...,a(x)}. Toto rozstépeni je ale neefektivni.

Véta 5.12. Necht mnoZina M je nekonecnd, je rekurzivni prdvé tehdy, kdyZ je oborem hodnot
rostouct ORF.

Dikaz. Implikuje lemma 5.11. |
Lemma 5.13. Rekurzivné spocetné mnoZiny jsou pravé obory hodnot prostijch isekovyjch CREF.
Drikaz.

<= Implikuje véta 5.10.

= Rekurzivné spocetna mnozina M, M = dom(a) a « je CRF. Bud
B = {<l‘,5>‘0&(£€)l za pfesné S krOkﬁ} = {<IL'7S>|T1(CL,I, S) & (vj)j<s_‘T1(aaxaj)}a

pak B je rekurzivni. Generujeme B rostouci tisekovou CRF 3 (range(8) = B). Zvolme
f = (8)2,1 ktera vydéli prvni slozku (tzn. x). Pak f je nase hledand funkce protoze je prost4,
tisekova a CRF.

Véta 5.14. Necht mnoZina M je nekonecnd, je rekurzivné spodetnd prdvé tehdy, kdyZ je oborem
hodnot prosté ORF.

Diikaz. Implikuje lemma 5.13. |

Dusledek 5.15. KazZdd nekonecnd rekurzivné spocetnd mmnoZina obsahuje nekonecnou rekurzivni
podmmnoZinu.

Diikaz. Vybereme rostouci podposloupnost. Méjme ORF f kterd je prosta a generuje M. Defi-
nujme g(0) =~ f(0), g(n + 1) ~ f(u;(f(j) > g(n)), potom range(g) je hledand podmnozina. W
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Definice. Mnozina A je imunni pokud je A nekone¢né a neobsahuje Zddnou nekone¢nou rekursivné
spocetnou podmnozinu.

Definice. Mnozina B je prosta pokud je B rekruzivné spocetns a B je imunni.
Tvrzeni 5.16. Ezistuje imunni mnoZina.

Poznamka 5.17. Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny je mozné pouzit i v jinych oblastech
nez jen v N, napf. slova (jazyky), logika (mnoziny formuli), atd. Mame dva zptisoby jak toho
doséhnout:

(1) obecnéjsi programy (Turingovy stroje, atd.), pak rekurzivita je ekvivalentni algoritmické roz-
hodnutelnosti a rekurzivni spocetnost ekvivalentni defini¢ni obortim/oborim hodnot (néja-
kému programu)

(2) efektivné ocislujeme koneéné objekty (slova, formule), pak mnozina mé néjakou vlastnost
pravé tehdy kdyz mnozina kédi mé néjakou vlastnost a CRF jsou ekvivalentni Turingovym
strojim, atd.

Poznamka 5.18.
(1) Jazyky typu 0 jsou pravé rekurzivné spocetné.

(2) Jazyk 1. fadu, logika 1. rddu. Jestlize mnozina axiomu je rekurzivni, pak mnozina dokaza-
telnych formuli je rekurzivné spocetna.

Poznamka 5.19 (10. Hilberttv problém). Problém algoritmického rozhodnovani zda pro poly-
nom s celoCiselnymi koeficienty existuje feseni v celych ¢islech, coz je ekvivalentni algoritmickému
rozhodovani o existenci feseni pro rovnost dvou polynomu s pfirozenymi koeficienty v pfirozenych
¢islech.

Véta 5.20 (Robinson, Davis, Putuam, Matijesevi¢). P je rekurzivné spocetny predikat prdvé
tehdy, kdyZ existuji polynomy p1, pa s prirozenymi koeficienty, nebo-li

P(CC]_,...,LL']C) — (Hyh"'yn)<p1(m17-~-axk>y17" 7yn) :p2(x17~-->:Ek:7yl>"'ayn))
(tzv. diofantické predikaty).
Diikaz. Negativni feseni 5.19. |

Dusledek 5.21. Problém rovnosti dvou polynomi (p1 = ps2) je rekurzivni, problém existence
(3p1 = p2) je rekurzivné spodetny. Na 3y drovni, tzn. po existencéni kvantifikaci stejné, ale jadra
(vnitiek) se lisi. Tedy rekurzivita neni ekvivalentni (p1 = p2) ale rekurzivni spocetnost je ekviva-
lentni (Ip1 = p2).

Vyhodou je vyjadritelnost v jazyce elementdrni aritmetiky.

Dusledek 5.22. Plati

P <= (3y1,---,yn)(p1 = p2) <= Fn (3F)

kde atomickd formule F reprezentuje p; = ps.

6 Véty o rekurzi

Véta 6.1. Pro kazdou CRF f existuje a takové, Ze

(V) (¢a(®) = 1@ (7)),

tzn. pokud f(a)l, pak a, f(a) jsou ekvivalentni programy a pokud f(a)l, pak a se nikdy nezastavi.
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Diikaz. Vezméme (s, (2 2))(7) = a(e, 2,2) =~ @, (e,z) (), dosadime z = e a polozime a = s1(e, €).
Dostavame tedy @y, (e, e))(x) Ps1(e,e (z).
)

Dikaz. ¢y, (u)(x) = P2(0,0,2) =~ ©a(u)(T) = Py, (u)(®) kde d(u) = s1(b,u) a g = d. pu(z) je
ekvivalentni o, . coz je matice funkci, f permutuje fadky v této matici, nebo-li oy, (2)(2)

PB(u,) () > Popr i (2)(2) Pak @rop, (1)) (T) = Py, (1(e)) () = Py, (11(e)) (2)-

|_JIN

Poznamka 6.2. Program a pocita déle.

Program e na vstupu dostane z, 2 a spocte s1(z,z) na vstup x, a pokud f konverguje, spusti
program f(s1(z, z)) na vstup x.

Program a = si(e,e) na vstupu dostane x, program s (e,e) vezme program e, piidd e k x
a spusti, tzn. Ze e spusti na e,x. Vysledkem je s1(e,e) = a, tedy program spocte vlastni kéd, a
pokud f konverguje, spusti program f(si(e,e)) = f(a) na vstup z.

Véta 6.3. Pro kaZdou CRF h m + 1 proménnych existuje PRF g m proménngch takovd, Ze
Ph(g(y1,sym) 1 sesym) (B) = Py ,oosym) (T)-
Diikaz. Vezméme
‘ph(sm-H(Z,Z,yl,..-,ym)ym,---7ym)(x) =~ ¢m+2(e*7 Z,Y1y -0y Ym,s SIJ) =~ (Psm,+1(e*,Z,y1,...,ym)(x)
y & pOIOime g(yla ce aym) = 57”"1‘1(6*78*5 Yi, - .- 7y77l)' .
Véta 6.4. Pro kazdou CRF f existuje prostd PRF « takovd, Ze
() () = Pa(y) (@)-

Diikaz. Vezméme (s, (=2 ) (€) ~ tha(e#, 2, j, 1) ~ g, (# . j)(x) a polozme a(j) = sz(e#, e#, j).
|

Véta 6.5. Pro kazdou CRF h m+1 proménnijch ezistuje a kterd je indexzem (gédelovskym cislem,)

funkce Ay, x h(a, 21, ... Tm), tedy h(a, 21, ..., %m) = ©o(T1,. .., Tm).
Dikaz. h(y,z1,.. ., Zm) ~ Vms1 (0,4, 21, -, Tim) ~ Qs (b,y) (T1, - - -, T ), ndsledné aplikujeme vétu
6.1 na s1(b,y) v proménné y a dostdvame hledané a. [ |

P¥iklad. Pomocnd CRF a(n,z) ~ n. Plati a(n, ) ~ 1s(e,n, ) ~ @, (e.n) (@) = @f(n)(2) a podle
véty 6.1 existuje ng takové, Ze pn, = Pf(n,), t20. Pn, = No.

Véta 6.6 (Rice). Necht A je tiida (skupina) CRF jedné proménné kterd je netrividlni, potom
Aa = {z|px € A} neni rekurzivni. Takovd mnoZina se nazyvd indexova mnozina. Specidlni pri-
padem je trida jediné CRF ¢, kde A = {z|0r = Puy }-

Diikaz. Pokud A je trividlni, pak A4 je rekurzivni. Jinak musi existovat aspon jedna xyp € A a
yo ¢ A. Kdyby byla A rekurzivni, pak by existovala funkce h takovd, ze h(z) = xo pokud = ¢ A
nebo h(z) = yo pokud xz € A. Pak h je ORF, tzn. Ze existuje a takové, ze v, = @p(q), a tedy
a, h(a) jsou ekvivalentni programy coZ je spor. [ |

Poznamka 6.7. Nékdy mtze byt mnoZina Ay rekurzivné spodetna.

Pozorovani 6.8. Mnozina A je indexovd pro CRF, pokud pro x € A a y ekvivalentni x plati
y € A. Oznacent indexovd mnozina tedy znamend, Ze je “uzaviend na ekvivalenci pojmenovanych
objektu”.

Tvrzeni 6.9. FExistuje PRF f takovd, Ze

(vy)yZIWf(y) = {f<0)7 veey f(y - 1)}
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Driikaz. Chceme ORF f takovou, Ze (Vy),>1Wy) = {f(0),..., f(y —1)}. Hleddme ORF f, tzn.
7e hleddme program, tedy ¢islo. Pouzijeme pomocnou CRF a(v,y,x)| < (3j)j<y(00(j) ~ z),
tzn. Ze x € {py(0),...,0,(y — 1)} pokud a(v,y,x)]. Plati a(v,y, x) ~ ¥3(e,v,y,2) ~ Qg (c,v,y)(T)
a h(v,y) = sa2(e,v,y) kde e je ¢islo a. Vime ze © € Wy, <= = € {¢u(0),...,0,(y — 1)}, a
plati h(v,y) ~ a(b,v,y) ~ 04 (y) a g(v) = s1(b,v). Podle véty 6.1 existuje hledané vy takové,
Ze Py, = Pg(vo)- n

7 Produktivni a kreativni mnoziny

Definice. MnozZina A je produktivni, pokud existuje CRF f (nazyvana produktivni funkce) takova,
ze

Vo)W, CA = f(z)| & f(z) e ANW,.

Poznamka 7.1. Pokud A neni rekurzivné spoéetnd mnozina, pak (vzdy) existuje néjaké z €
A~ W,. Efektivné najit ho 1ze u produktivni mnozin.

Definice. Mnozina B je kreativni, pokud B je rekurzivné spocéetné a B je produktivni.

Tvrzeni 7.2. Mnozina K je produktivni s identickou funkci jakozto produktivni funkci, K je
kreativni.

Dikaz. Bud W, C K, kdyby » € W,, pak bud 2 € K nebo z ¢ K coz je spor. Tedy x ¢ W,
odkud vyplyvad x € K ~ W,. |

Tvrzeni 7.3. Mnozina B = {f(z)|f(z) € W,} kde f je prostdi ORF, pak B je kreativni a B
produktivni s funkci f.

Diikaz. Bud W, C B, kdyby f(x) € Wy, pak by f(x) € B nebo f(z) ¢ B coz je spor. Tedy
f(x) ¢ W,, a protoze f je prostd, plati f(x) € B\ W,. [ |

Véta 7.4. KaZdd produktioni mnoZina md produktivni funkci kterd je ORF (tzn. totdlni).

Diikaz. Bud A produktivni a o« CRF. Plati pokud W, C A, pak a(z)] & a(z) € A~ W,. Hleddme
ORF h pro kterou by platilo, ze pokud W, C A, pak h(z) € A~ W,. Protoze a(y)| nemusi byt
algoritmicky rozhodnutelné, vytvorime ORF ¢ pro kterou plati

:{ Wy, alg(y))!
W) 0 algy)n

potom « o g je hledand ORF, produktivni pro A.
Funkce a o g je ORF ale také CRF. Kdyby a(g(y))T, pak by Wy(y) = 0 odkud a(g(y))| coz je
spor. Vzdy tedy W,y = W,. Trivialné pokud W, C A, pak a(g(y)) € A~ Wy = AN W,
Tedy h = a o g. Funkci g vytvorime pomoci véty 6.1. Bud tedy ORF f pro kterou

W,

Wiay) = { 0 o))

a CRF f pro kterou plati 3(z,y,w)| <= a(z)] & w € W, kde B(z,y, w) =~ sy (e,z,y) (W) a
f(z,y) = sa(e, z,y). Podle véty 6.1 plati W,y = Wi(g(y).0)- |

Véta 7.5. Kazdd produktivni mnozina obsahuje nekonecnou rekurzivné spocetnou podmmnozinu.

Diikaz. Méjme ORF f produktivni pro mnozinu A.

Neformalné pokud W,, = 0 C A, pak f(z0) € ANW,, = A; W,, = {f(20)} C A, pak
f(Zl) SN WZ17 atd.

Formalné bud Wy,y = W, U{f(x)}. Necht h(0) = 2, h(y+1) = g(h(y)), pak W),y mé pravé
y bodt {f(h(0)), f(R(1)),...,f(h(y — 1))}, tedy f o h prosté generuje nekoneénou rekurzivné
spocCetnou mnozinu. [ |
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Véta 7.6. Kazdd produktivni mnoZina md produktivni funkci kterd je rekurzivni permutaci.
Diikaz. Vime ze ma ORF funkci. Staci dokazat zZe je prosta a na. ]
Véta 7.7. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

(1) mnoZina M je kreativni,

(2) mnoZina M je 1-ipind,

(8) mnoZina M je m-uplnd.
Lemma 7.8. Pokud je mnozina B produktivni, B <,, A, pak A je produktivni.

Diikaz. Mé&me ORF f produktivni pro B. Bud g ORF takovd, ze © € B < g(z) € A. Zvolme
ORF h takovou, ze Wi,y = {ylg(y) € W,} = g~} (W,,) pouzitim véty 4.3. Plati, ze pokud W, C A,
pak Wy,(z) € B. Odtud f(h(x)) € B\ Wiy a g(f(h(x))) € AN W,. [ |

Véta 7.9. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(1) mnoZina A je produktivni,
(2) K < 4,
(3) K <m A.
Diikaz.
(2) = (3) Trividlné plati.
(3) = (1) Implikuje lemma 7.8.
(1) = (2) Existuje prostd ORF f pro A. Hleddme ORF g (prostou) tak, aby

" :{ éf(g(y))} ye K

147
y¢ K

g

Funkce f o g prevadi (redukuje) K do A, tedy K <; A a K <,, A. Pokud y ¢ K, pak
W) = 0 € A atedy f(g(y)) € A. Pokud by naopak y € K, pak Wy, = {f(9(y))} a
pokud f(g(y)) € A, pak by Wy, € A odkud f(g(y)) € A~ Wy, coz je spor. Tedy nutné

)
f(9(y)) € A. Bud

Wit :{ éf(w)} yeK

y¢ K
pro ORF f dle véty 4.3 a dle véty 6.1 mame ORF g takovou, ze W,y = Wiig(y),y)-

Pozorovani 7.10. Véta 7.9 implikuje vétu 7.7.

Diikaz. Mnozina M je kreativni pokud M je rekuzivné spocetna ELM produktivni. Mnozina M je
1-uplna pokud M je rekurzivné spocetnd a K <y M <— K <; M. |

Tvrzeni 7.11. Pro <i,<,, je K nejjednodussi produktivni mnoZina.
Definice. A je dplné produktivni, pokud pro ORF f plati

(f(x) e ANWL)V (f(z) € W N A).
Pozorovani 7.12. Pokud A je upiné produktivni, pak A je produktivni.

Tvrzeni 7.13. K je dplné produktivni s identitou.
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Véta 7.14. A je dplné produktivni pravé tehdy, kdyz A je produktivni
Diikaz.
= Trividlné plati.

<= Neformalné, A je produktivni pokud K <; A a K je tipIné produktivni a pouzijeme variaci
lemma 7.8, tedy pokud B tuplné produktivni a B <,,, A, pak A Uplné produktivni.

Wy(o) = { {(g(2))} fgg(x))

Formalné bud

() ¢ W,

Pokud f(g(z)) ¢ Wa, pak Wy(,) = 0 odkud f(g(z)) € A a tedy f(g(x)) € A~ W,. Pokud
naopak f(g(z)) € W, pak W) = {f(9(z))} a pokud ( (r)) € A, pak Wy(,) € A odkud
f(g(x)) € AN Wy coz je spor, tedy nutné f(g(x)) € A odkud f(g(x)) € W, \ A. Plati
tedy, ze f o g je uplné produktivni funkce pro A.

8 Dvojice mnozin

Definice. Disjunktni mnoZiny A, B se nazyvaji rekurzivné neoddélitelné jestlize je nelze rekurzivné
oddélit, tedy neexistuje rekurzivni mnozina M takova, ze A C M a B C M.

Definice. Disjunktni rekurzivné spoéetné mnoziny A, B se nazyvaji efektivné neoddélitelné, jestlize
existuje ORF f pro kterou, pokud A C W,, B C W, a W, "W, = 0, plati f(z,y)| & f(z,y) ¢
Wy UW,,.

Poznamka 8.1. Efektivné neoddélitelné je efektivné nerekurzivné oddélitelné, nebo-li efektivni
neoddélitelnost implikuje rekurzivni neoddélitelnost.

Diikaz. Kdyby existovala rekurzivni mnoZina M, pak polozme W, = M a W, = M a f(x,y) musi
lezet v W, U W, nebot W, UW, =N coz je spor. |

Véta 8.2. Euxistuji rekurzivné spocetné mnoziny A, B které jsou rekurzivné neoddélitelné a nejsou
efektivné neoddélitelné.

Dikaz (Idea). Mé&me A, B rekurzivné neoddélitelné, a necht existuji W, W, pro které plati A C
Wy, B C Wy a W, N W, =0, odtud vyplyva (3z)(z ¢ W, UW,), otédzka je jak takové z najit
(efektivné). [ ]

Véta 8.3. Ewistuji disjunktni rekurzivné spocetné mnoziny A, B které jsou efektivné neoddélitelné.

Diikaz. Bud A = {z|p.(z) =~ 0}, B = {z|p.(x) =~ 1} (lze i A = {z|p.(x) = 0}, B = {x|p.(z)]
& . (x) > 1}). Tyto mnoziny jsou disjunktni a rekurzivné spocetné. Podle véty 4.3 existuje PRF
« pro kterou
1 (3s)(Ta(z,w, ) & (V))<s~T1(y, w, )
Pa(ay)(w) = ¢ 0 (Fs)(Th(z,w, ) & (Vj);>s—T1(y, w, j))
T wg W, UW,

Plati @ (s, ((z,9))T. Kdyby totiz a(z,y) € W,, pak by
(EIS>(T1($7 O‘(l‘v y)’ 3) & (Vj)jﬁs_‘Tl (yv (X(J), y)v .7))
a tedy @a(z,y)(a(z,y)) ~ 1 odkud a(z,y) € B coz je spor. Stejné tak pokud a(z,y) € W,, pak by
(35)(T1(I7 OZ(I7 y)a S) & (Vj)j>s_'T1 (Zh O‘(I7 y)a ]))
a tedy Ya(z,y) (a(z,y)) ~ 0 odkud a(z,y) € A coz je spor.
Tedy a(x,y) ¢ W, UW, |
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Poznamka 8.4. Necht A, B je efektivné neoddélitelnd dvojice (disjunktnich rekurzivné spocet-
nych) mnozin, pak A, B, AU B jsou kreativni mnoziny.

Diikaz. Bud A, B efektivné neoddélitelné mnoziny a mame ORF f. Chceme najit ORF g takovou,
ze pokud W, C A, pak g(z) € ANW.. Tedy W, = A, W,y = BUW, a g(z) = f(z,9(2)) |

Definice. Disjunktni dvojice (A4, B), (C, D) jsou (A, B) <3 (C, D) pokud existuje ORF h (prosta)
takovd, ze pokud = € A, pak h(z) € C; pokud = € B, pak h(z) € D a pokud = ¢ AU B, pak
h(z) ¢ CUD.

Definice. Disjunktni rekurzivné spocetnd dvojice (A, B) je 1-iplnd, pokud existuje rekurzivné
spocetnd dvojice (C, D) pro kterou plati (C, D) <; (A, B).

Lemma 8.5. Pokud je dvojice (A, B) 1-uplnd, pak je efektivné neoddélitelnd.

Diikaz. Bud (A, B) 1-tplna, (C, D) je efektivné neoddélitelnd (vime, Ze existuje) a bud ORF h
takova, ze Wa(w) = h_l(Wl-), Wg(y) = h_l(Wy), nebo-li Wa(x) = {z\h(z) e W1, Wg(y) =
{z|h(z) € W, }. Pokud A C W,, B C W, pak C C Wy(y), D C Wg(,) a pokud W, N W, = (), pak
Wa(m) N Wﬂ(y) = ) odkud f(a(w),ﬁ(y)) ¢ Wa(x) U Wﬂ(y) a h(f(a(x)75(y))) ¢ WeU Wy u

Véta 8.6 (Dvojnd forma véty o rekurzi). Bud ORF f,g, pak existuji ¢isla m,n takovd, Ze
Wi = Wimny, Wn = Wy(mn)-
Pokud maji f,g k + 2 proménngch, pak existuji PRF w1, ws k proménnych takové, Ze
Wi erreze) = W1 (21,028),0 (2100028),2100028)

ng(zl,...,zk) = Wg(‘-’"l(zl)'“7Zk)’w2(21’~~~7zk)7217"')zk)'
Obecné plati
Pm = Pf(m,n) Pn = Pg(m,n)-
Diikaz. Dle véty 6.3 existuje PRF a takova, ze ©o () = @f(a(y),y) @ M = a(n). Vezméme pg(a(y),y)
a dle véty 6.1 existuje n takové, Ze ¢, = Qg(a(n),n) @ m = a(n). Pro dalsi varianty obdobné. M

Lemma 8.7. Pokud je dvojice (A, B) efektivné neoddélitelnd, pak je 1-iplnd.

Diikaz. Bud (A, B) efektivné neoddélitelnd a ORF f. Dokdzeme, Ze existuje né&jakd disjunktni
rekurzivné spocetna dvojice (C, D) pro kterou (C, D) <; (A, B). Diky vété 8.6 mame ORF wy, ws
pro které plati

AU{f(w1(z),w2(2)} z€D
W= { AUUEAGL 0} oD
BU{f(w1(2),w2(2)} xz€C
szw:{ B z¢C

Pokud z ¢ (C'U D), pak Wy, .y = A, Wo,:) = B odkud f(w1(2),w2(2)) ¢ (AU B). Pokud
naopak S Ca pak Wun(z) = A, sz(z) =BU {f(wl(Z),ng(Z)} odkud f(wl(z)7w2(z)) €A (kdyby
flwi(2),w2(2)) ¢ A, pak by f(w1(z),wa(z)) ¢ AU BU{f(wi(2),w2(2))} coz je spor) a obdobné
pokud z € D, pak f(w1(z),w2(2)) € B. [ ]

Véta 8.8. Efektivné neoddélitelné, disjunktni rekurzivné spocetné dvojice jsou pravé 1-uplné.
Diikaz. Vyplyva z lemma 8.5 a 8.7. |

Tvrzeni 8.9. Efektivné neoddélitelné dvojice jsou viechny navzajem rekurzivné izomorfni.
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9 Gdodelovy véty

Definice. Teorie je aziomatizovatelnd pravé tehdy, kdyz mnozina dokazatelnych formuli je rekur-
zivné spocetna.

Definice. Jazyk obsahujici numeraly 0,1, funkéni symboly +, X a koneéné mnoho axiomt (ko-
mutativita, asociativita, distributivita) oznacujeme jako zdkladni aritmetickou silu (Robinsonova
aritmetika).

Definice. Funkce ¢ je reprezentovatelna v teorii 7' pokud existuje formule F takova, ze
(1) pokud ¢(z1,...,2,) =y, pak br F(T1, ..., Tpn,7)
(2) Fr Flaa,...,an,8) & Fr Flaa,...,an,v) = B = (funkciondlni vlastnost).

Véta 9.1. Kazdd CRF je reprezentovatelnd v libovolné teorii ZAS, dokonce existuje (k libovolné
CRF) jedind formule F, kterd ji reprezentuje ve vsech teoriich ZAS.

Véta 9.2. RSP jsou prdvé ty, které jsou vyjddiitelné ve tvaru (Ip1(Z) = p2(Z)). o(x1,...,2n) 2y
pravé tehdy, kdyz 31 podminka, tedy (32)(p1(Z,Z,y) = p2(Z, Z,y)).

Dusledek 9.3. CRF jsou reprezentovatelné tzv. X1 formuld, tzn. formuli tvaru (32)(p1(Z, %, y) =
pZ(Za 'fa y))

Tvrzeni 9.4. Pravdivé 31 formule v N jsou v ZAS dokazatelné.

Dusledek 9.5. Necht A, B jsou disjunkini rekurzivné spocetné mnoziny a T teorie ZAS, pak
existuje formule G a plati, pokud x € A, pak br S(T) a pokud x € B, pak br —S(ZT).

Dikaz. Bud
0 z€4
px)~q 1 z€B
1 x¢ AUB

) = F(z,0). Pokud k € A, pak br F(k,0); jinak

a @(z) budeme reprezentovat jako F(z,y), §(z
k,0). |

pokud k € B, pak ¢ F(k,1) odkud Fr -F(k,
Véta 9.6 (Goedelovy véty). Pro libovolnou bezespornou teorit T ZAS plati:
(1) mnoZina dokazatelngch formuli nend rekurzioni
(2) je-li navic T aziomatizovatelnd, pak existuji uzaviené formule F pro které ¥r F Vo -F
(8) bezespornost T nelze v T dokdzat (za uréitych predpokladi postacuje ¥y indukce).

Diikaz. Mé&me pieklada¢ CRF do aritmetické teorie a T bud teorie ZAS. Bud A, B efektivné
neoddélitelné mnoziny. Pak A; = {z| Fr §(Z)} a By = {z| br -§(Z)}. A C A, B C B; a pokud
T je bezespornd, pak A; N By = 0. Tedy A1, B; nesmi byt rekurzivni, protoZe jinak by A, B byly
rekurzivné oddélitelné.

Pokud je navic T axiomatizovatelnd, pak Ay, By jsou rekurzivné spocetné. Protoze A, B jsou
efektivné neoddélitelné, (k) ¢ Ay U By, tzn. ¥ G(k) a ¥r =G(k). |

Tvrzeni 9.7. V teoris T ZAS kterd je axiomatizovatelnd tvori dvojice (dokazatelné, vyvratitelné)
efektivnée neoddélitelnou dvojici.
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