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Kapitola 1

Slozitost

1.1 Véty o hierarchii tfid sloZitosti, konstruovatelné funkce, vztahy
mezi ¢asovymi a prostorovymi mirami a determinismem a nedetermi-
nismem, Savitchova véta

1.1.1 Véty o hierarchii tfid sloZitosti

Véta 1.1 (O deterministické prostorové hierarchii): S;:N — N a 5;:N — N jsou funkce takové, ze
S1 € 0(Sy), Sy je prostorové konstruovatelna a Si(n) > log,(n). Potom existuje jazyk L, pro ktery plati
L € DSPACE(S,(n)) \ DSPACE(S:(n)).

Dikaz: SnaZime se zkonstruovat spor vycislitelnického typu, kdy dojdeme k tomu, Ze né&jaky jazyk do
stejné tfidy patii a nepatfi zaroveri.

Méjme univerzani DTS M, ktery pracuje v prostoru S>(n) a s kazdym DTS pracujicim v prostoru
S1(n) se neshoduje alespori na 1 vstupu (diagonalizace).

Vyrobime prefixova ocislovani w vSech jednopéskovych strojti nad abecedou {0, 1} (prefixové ocis-
lovani godelova ¢isla x vypada tak, Ze pfed néj nalepime libovolné dlouhy fetézec jednicek, oddéleny
od x nulou, takZe nap¥. 111111111110x. Vyhodou je, Ze ho mtiZeme libovolné natahovat a pfitom kéduje
stejny stroj).

UDTS M pracuje na vstupu w € {0, 1}, n = |w] takto:

1) Oznadi Sy(n) bunék na pracovni pasce (S»(1) je prostorové konstruovatelna). Pokud v dalsi praci M
$lapneme mimo, odmitneme w.

2) UDTS M simuluje M, (tedy DTS kédované godelovym ¢islem skrytym v w) nad vstupem w (zndme
z vycislitelnosti, stroj pustényj nad svym zdrojikem) a p¥ijme jen tehdy kdyz:

(i) Simulace probéhne v prostoru S»(n) a
(ii) M, zastavi a odmitne w.

Z toho nam pak pro jazyk L, L = L(M) plyne:

A) L e DSPACE(S;(n)), coz plyne z toho, Ze M ndm béZzelo dle bodu 1 v prostoru S;(n), jinak odmitlo
vstup.
B) L ¢ DSPACE(S;(n)), coz 1ze ukédzat sporem:

Pro spor, necht L € DSPACE(S(n)). Pak existuje DTS N s t paskovymi symboly, pracujici v prostoru
S1(n): L(N) = L = L(M). N zastavi pro kazdy vstup a je jednopdskovy. To Ze zastavi udélame tak, Ze si
odpodcitime maximdlni pocet krokti, odpovidajici po¢tu moznych konfiguraci a zastavime kdyz kroky
dosly (pocet konfiguraci k odpocitani 1ze zapsat v S1(n), tedy ndm pocitadlo nezvedne prostorovou slo-
zZitost). Toho Ze je jednopaskovy dosahneme pomoci véty o redukci pasek.

Méme tedy jednopaskovy DTS N s pracovni abecedou t, ktery vZdy zastavi. ProtoZe N chceme
simulovat v M, které mé abecedu {0, 1}, zménime N na N’ s abecedou {0, 1}, coZ ndm prodlouZi prostor
na [log, t1- S1(n).

Méjme prefixovy koéd x takovy, ze N’ = M,. Ted potfebujeme, aby se to celé veslo do S;(n), takze
budeme protahovat prefix x tak, aby platilo (n = |x|): [log, t1S1(n) < S2(n) (musime to natahovat, protoZe pro
mald n milZe byt [log, t151(n) vétsi neZ S,(n)). Takové n existuje, protoze S € 0(Sy).

A nyni:

e Pokud N’ ptijme x, tedy x € L(N") = L(M). Dle definice M pak ale x ¢ L(M).
e Pokud N’ odmitne x, tedy x ¢ L(N’) = L(M). Dle definice M pak ale x € L(M).

Oba piipady vedou ke sporu, a tedy plati, Zze L ¢ DSPACE(S(n)). %



Véta1.2 (O deterministické casové hierarchii): T:N — N a T,:N — N jsou funkce takové, ze T log, T €
o(Tp) a T, je casové konstruovatelna. Potom existuje jazyk L, pro ktery plati L € DTIME(T,(n)) \
DTIME(T;(n)).

Diikaz: Dtikaz je podobny ditkazu véty o deterministické prostorové hierarchii [[.1. Také si stvotime
néjaky DTS, na kterém ukazeme vy¢islitelnicky spor.

Cilem dtikazu je zkonstruovat DTS pracujici v ¢ase T»(n), ktery se od kazdého stroje pracujiciho
v Case T1(n) lisi alesori na jednom vstupu.

Méjme tedy univerzalni DTS M a prefixovym kédem oznacené vSechny dvoupéskové stroje. Pro
prefixovy koéd w, kde |w| = n, vypada prace takto:

1) Na dvou paskéch stroj M simuluje praci stroje M, (tedy stroje, s prefixovym kédem w) se vstupem
w (tedy opét sim na sobé).

2) Protoze je T, ¢asoveé konstruovatelna, tak existuje néjaky DTS, ktery ji pocita. Jeho simulaci pustime
na dalsich pracovnich paskach a bude trvat pfesné T(n).

3) Pokud stéle simulace bézi po T»(n) krocich, vstup odmitneme.

4) Pokud simulace skoné¢i odmitnutim d#ive nez po T»(n) krocich tim, ze M,, odmitne vstup w, pak M
vstup w pfijme.

Oznacme L = L(M). Plati, ze L € DTIME(T(n)), protoze M zastavi v ¢ase T»(n) pro véechna w € L.
Zbyva ukézat, ze L ¢ DTIME(T; (n)).

Pro spor, necht existuje DTS N, ktery pfijimé L v ¢ase T1(n). Potom dle véty o redukci poctu pasek
(logaritmicka verze) existuje stroj N’, ktery ma dvé pasky a p¥ijima L v ¢ase T1(n) log, (T (n)). Navic, necht
N’ ma v paskové abecedé t symboli. Pak bude M potiebovat na simulaci N’ ¢as c(t)T1(n) log,(T1(n)), kde
c(t) je konstanta zavisld na t.

Méjme prefixovy kéd x pro stroj N’. Potfebujeme, aby x bylo tak dlouhé, aby platilo c - Ty(|x]) -
log(T1(Ix])) < Ta2(|x]). Z ptedpokladii véty plati, Ze takova délka prefixu existuje.

Toto jsme délali proto, abychom M zajistili dost ¢asu na simulaci N’. Mohou nastat dvé situace:

e Pokud N’, tedy M,, pfijme x, pak x € L = L(N’) = L(M). Ale v takovém pfipadé M odmitne x, tedy
x ¢ L(M).
e Pokud N’ odmitne x, pak x ¢ L = L(N’) = L(M). V takovém pfipadé ale M pfijme x, tedy x € L(M).

Oba pripady vedou na spor, a tedy L ¢ DTIME(T(n)), ¢imZ je véta dokazana. Q

1.1.2 Konstruovatelné funkce

Definice 1.3 (Rekurzivni funkce): f:N — N je rekurzivni & 3 DTS tranducer s jednoprvkovou vstupni

abecedou takovy, Ze pro vstup 1" dava vystup 17" znaki na pésce. O

Definice 1.4 (Funkce vycislitelnd v linedrnim Case): f:N — N je vycislitelnd v linedarnim case & f je
rekurzivni a 9 konstanta ¢ a DTS transducer s jednoprvkovou vstupni abecedou takovy, Ze na vstupu 1"
udéla nejvyse c - f(n) kroku, nez vydéa vystup 1, O

Definice 1.5 (Funkce vycislitelnd v linedrnim prostoru): f:N — N je vycislitelna v linedrnim prostoru
& f je rekurzivni a 3 konstanta ¢ a DTS transducer s jednoprvkovou vstupni abecedou takovy, Ze na
vstupu 1" pouzije nejvyse c - f(n) bunék na pracovnich paskach, nez vyda vystup 1/, m]

Definice 1.6 (Casové konstruovatelni funkce): f:N — N je casové konstruovatelna funkce & 3 DTS
takovy, Ze pro kazdy vstup délky n zastavi po pravé f(n) krocich. O

Definice 1.7 (Prostorové konstruovatelnd funkce): f:N — N je prostorové konstruovatelna funkce & 3
DTS takovy, ze pro kazdy vstup délky n zastavi po pouziti pravé f(n) bunék. O

Lemma 1.8: f; +f» a fo ¢asové konstruovatelné a necht de > 03dngV¥n > ng: f1(n) > efoa(n) + (1 + e)n. Pak fr
je casové konstruovatelna.

D]
D]

D]

D]
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Véta 1.9: f:N — N,3Je > 03In,Vn = ng:f(n) = (1 + e)n. Pak plati: f Casové konstruovatelnd & f je
vycislitelna v linearnim case.

Duikaz: "="": trividlni
"&<": DTS M vy¢isluje f v O(n). Oznacme g(n) pocet krokt stroje M nad vstupem 1". Tedy Jc >
0:g(n) <c-f(n).

1) g je Casové konstruovatelnd (mame piislusny DTS M).
2) g +f je Casové konstruovatelna (simuluji M a pak odjedu na zacatek vystupu).
3) Tedy z lemmatu [L.§ plyne, Ze f je ¢asové konstruovatelnd, pokud plati predpoklady.

Definujme:
g1 = zpfedpokladu
& tak, aby (1 +&1)(1 —&) > 1
& = (1 + 81)(1 - 82) -1
& = min {f—;

f(n) = (e2-&2)f (M)+f (n) = exf (M+(1-&2)f (n) > Zg(M)+(1-&2)(1+e)n = Zg(n)+(1-1+(1+e1)(1-e2))n =
2em) + (1 +&3)n = e4g(n) + (1 + eg)n.
Tedy predpoklady véty plati. 0

Véta 1.10: f:N — N. Pak plati: f prostorové konstruovatelna & f je vycislitelna v linearnim prostoru.

Dtikaz: =" trividlni

”&": Mje DTS s k paskami, vy¢islujici f (n) v prostoru c-f (n). Dle véty o linerdlni prostorové kompresi
zkonstruuji k-paskovy stroj M’, vy¢islujici f(n) v prostoru f(n). M’ dale pfevedu podle véty o redukci
pasek na jednopaskovy stroj M”, ktery dokazuje prostorovou konstruovatelnost f(1). 0

Dusledek 1.11: Kazd4a casové konstruovatelnd funkce, spliujici podminku e > 03n,¥n > ng:f(n) >
(1 + &)n, je také prostorové konstruovatelna.

Casové véta 1.9 Vy¢islitelna
konstruovatelna v linedrnim case
T
I
I
I
I PENPS s
| trivialni
I
I
|
A 4
Prostorové Vy¢islitelna
konstruovatelna véta 1.10 v linedrnim prostoru

Obrazek 1.1.1. Vztah ¢asové a prostorové konstruovatelnosti.

1.1.3 Vztahy mezi ¢asovymi a prostorovymi mirami a determinismem a nedeter-
minismem

Véta 1.12 (Véta o vztazich): f:N — N, je funkce. Potom plati:
a) NTIME(f (n)) € DSPACE(f (1)),
b) L € NSPACE(f (1)), f(n) > log, () = Jcy: L € DTIME ().
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DSPACE(f (17))

Obrazek 1.1.2. Véta o vztazich.

Dikaz: a) Idea: brute-force vyrobim hadaci pasku.

Méjme NTS s k paskami. Sestrojime DTS s k+1 paskami, ktery na pfebyte¢nou pasku lexikograficky
generuje vSechny mozné kédy vypocta (napt. od 111...111 po rrr...rrr, kde r je maximalni arita vét-
veni) a simuluje p¥islusny béh NTS. Pokud pfijme nas DTS, odpovida to pfijeti ptivodniho NTS. Pokud
nepfijme, poc¢itime dal.

b) Idea dikazu: udélame si graf konfiguraci a spustime nad nim DFS, které zjisti, zda graf obsahuje

cestu k pfijfmacimu stavu a celé to stihneme v T'(n) = cé(").

L € NSPACE(f (n)), tedy mdme NTS M rozhodujici L v prostoru f (). Necht je btino jednopéskovy.
Pokud existuje ptfijimajici vypocet, existuje pfijimajici vypocet bez cyklt. Acyklicky vypocet trva nejvyse
,pocet konfiguraci” krokt, < d’;(”), pro néjakou konstantu d (zde vyvstava potteba pro f(n) > log,(n)
z pfedpoklada).

Uvazujme graf G v8ech konfiguraci. Hrana (4, b) znamend, Ze konfigurace b je z konfigurace a dosa-
zitelna v jednom kroku. Pocet vrcholti a konfiguraci je omezeny:

V(G| < d'™
EG) <c-d®

Omezeni poctu hran plyne z faktu, Ze zmény v hlavni konfiguraci po jednom kroku jsou pouze
lokalni, tedy kazda konfigurace ma pouze konstantni pocet sousedt.

Na pracovni pasku vygenerujeme seznam viech konfiguraci, coz zabere prostor O(@™-f(n)), (jedna
konfigurace ma délku f(n)). Konfigurace lze zapsat v linedrnim ¢ase vzhledem k jejich délce.

Deterministicky stroj pak prochdzi G do hloubky a na pomocnou pasku poznamenava, co navstivil.
Na zjiténi, zda uz vrchol navstivil potfebuje ¢as imérny dosavadnimu poé¢tu navstivenych vrcholti (tedy
tomu, co md na té pomocné pasce, kterou tvoti). Stroj tedy pracuje v Case

T(n) = IV@LOFm)+{EGIO (¢ - fm)| < d-Ofm)+kd -0 (4 - fn)) < O (@Y - fw) < O ()]

Najde-li stroj pfi priichodu grafem prijimajici konfiguraci, je tato dosaZitelna z vychoziho stavu a
tedy vstup ptijmeme v ¢ase T(n) < O (cf (”)), a tedy L € DTIME (c’;(”)). ©

1.1.4 Savitchova véta

Véta 1.13 (Savitchova véta): S: N — N je prostorové konstruovatelna funkce, takova, ze S(n) > log,(n).
Potom NSPACE(S(n)) = DSPACE ((S(n))?)

Dusledek 1.14: NPSPACE = PSPACE.
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1.2 Uplné problémy pro razné t¥idy (NP, PSPACE, P, #P)

Definice 1.15 (C-téZkost): Jazyk L je C-tézky (C—hard), pokud je kazdy jazyk L’ € C pfevoditelny na L.
m]

Definice 1.16 (C-iiplnost): Jazyk L je C-iuplny (C—c), pokud je L C-tézky a L € C. O

Definice 1.17 (Pfevoditelnost v polynomidlnim Case): Jazyk A je pfevoditelny na jazyk B v polynomi-
alnim case, A « B, pokud existuje funkce vycislitelna v polynomialnim case f:{0,1}* — {0,1}* ax € A
prave kdyz f(x) € B pro kazdé x € {0,1}*. O

Véta 1.18 (Cook-Lewinova): Existuje NP-uplny problém.

Duikaz: Idea: Vétu dokazeme tak, Ze na jazyk KACH L pfevedeme vSechny jazyky z NP, ¢imz dokaZeme,
ze KACH L je NP-tézky, a nésledné dokdzeme, ze KACH L € NP, tedy KACH L € NP—c.

Problém KACH L je definovan takto: Méme ¢tvercové kachliky, které nelze otdcet, a které mohou
mit kazdou stranu obarvenou jinou barvou, a dile méjme sténu, kterou tvofi ¢tvercova sit, jejiz buriky
jsou stejné velké jako kachliky. Krajni buriky sité jsou na vnéjsi strané také obarvené riiznymi barvami.
Lze vymezeny prostor vykachlikovat tak, aby se kachliky dotykaly jinych kachlikti, nebo hranice stény,
hranami se stejnou barvou?

Méjme jazkyk L € NP. Pak existuje turingtiv stroj T = (Q, %, 6, qo, F), ktery L p¥ijimd v polynomial-
nim Case T'(n) < p(n). Bez Gjmy na obecnosti, necht ma stroj pouze jednostrannou pésku (tedy mé pasku
nekonec¢nou doprava, ale kone¢nou doleva), obsahuje prazdny symbol A, ktery je na doposud nepouzi-
tych burikach pasky a pfijima jedinym stavem gr, poté co smaze pasku. Toho neni problém dosahnout,
stac¢i pasku , pfehnout” a v jedné burice drzet dvojici symbold, jeden z levé a druhy z pravé ¢asti pasky.
Navic mtZeme k libovolnému turingovu stroji pridat kratky kéd, ktery v prijimacim stavu smaZe pasku
a pfepne se do stavu gr. Stroj T nyni pfevedeme na zadani problému KACH L.

Kazdy radek kachlikti pfedstavuje krok vypoctu stroje T a kazdy kachlik pfedstavuje poli¢ko péasky.
K tomu si pripravime sadu kachlikti Sesti typti (viz obrazek, trojihelniky na kachlickach predstavuji
pfislusné barvy). Pro kazdy symbol s € ¥ mame kachlik typu a), ktery predstavuje situaci, kdy hlava
neninad symbolem s, a tak se symbol s propiSe beze zmény do dalsiho kroku vypoctu. Kachliky typub),
¢) a d) odpovidajf situaci, kdy je hlava stroje T nad p¥islusnou burikou ve stavu g a na pésce je symbol s a
pfechodova funkce 6(q,5) = (7',5", <) nebo (7’,s’, =) nebo (7', 5", »). Kachliky typu e) a f) pak predstavuji
situaci, kdy vpravo ¢i vlevo od nich doslo k pohybu hlavy, a tedy v pfistim kroku vypoctu bude hlava
nad touto burikou.

A
S s’ s’
* * «— q’ * * — q’
s 4,9) g,s)
a) b) ) smeér
kachlikovani
q'.s") (g9) g,s)
* * * «— q el q *
q.9) s s
d) e) f)

Obrazek 1.2.1. Kachliky pro prevod Turingova stroje na problém KACH L.

Protoze T bézi v ¢ase omezeném polynomem p(n), je i pocet bunék pracovni pasky omezitelny p(n)
(kdyby T nedélalo nic, neZ Ze by jelo doprava, tak by dojelo nejdal p(n) daleko a pak by skoncilo). Staci
ndm tedy koupelna velikosti p(n) X p(n). Pro vSechny kombinace stavii, symbolil a pohybti stroje T si
pfipravime kachliky. Vstup stroje T nakreslime na spodni stranu koupelny tak, Ze spodni hrana koupelny
obsahuje vychozi stav pasky (barva reprezentujici pouze pismeno s a nebo znak A). Hlava T je na zacatku
vypoctu na pésce vlevo, takze levou dolni buriku obarvime barvou (s, 49). Leva a prava hrana koupelny

6



je obarvena symboly *, a kone¢né horni hrana mé vlevo symbol (gr, A) a zbytek horni hrany je pokryt
symboly A.

Kachlikovanim koupelny nenf mozné dosahnout toho, Ze by na jednom fadku bylo vice hlav, a nebo
ze by ¢innost hlavy neodpovidala pfechodové funkci. Ndmi zadand tloha tedy sprdvné simuluje stroj
T.

Takto zadany problém ma feSeni, pravé kdyz stroj T pfijima L, tedy jsme pfevedli jazyk L na jazyk
problému KACHL, a tedy KACHL € NP—hard. Certifikat 1ze ovéfit v polynomidlnim case, a tedy
KACH L € NP. Dokdzali jsme tedy, ze KACH L € NP—c. v

Definice 1.19 (L): L = LOG = DSPACE(log(n)) O

Definice 1.20 (Vycislitelnost v logaritmickém prostoru): Funkce f:{0,1}* — {0, 1}* je vycislitelnd v loga-
ritmickém prostoru, pokud jeji vystup je polynomialné omezeny (tedy Ac: |f (x)| < |x|° pro kazdé x € {0,1}*)
a jazyky Ly = {(x, Dlf (x); = 1} a L} = {(x, i < |f(x)l} jsou v L. O

Poznamka: To znamena, Ze jsem schopen spocitat i-ty bit vystupu, a jeho velikost, v logaritmickém
prostoru.

Definice 1.21 (Pfevoditelnost v logaritmickém prostoru): Jazyk A je prevoditelny na jazyk B v logarit-
mickém prostoru, A <; B, pokud existuje funkce vyc¢islitelna v logaritmickém prostoru f:{0,1} — {0,1}*
a x € A pravé kdyz f(x) € B pro kazdé x € {0, 1}*. O

Poznamka (Tranzitivita logspace pfevoditelnosti v logaritmickém case): Operace <; je tranzitivni.
Pokud pocitame a <; ¢, coz jea < b,b < ¢, tak se pocita nejprve to b < ¢, a kdyZ potiebujeme bit z b,

tak se to dopocita on-demand z a.

Definice 1.22 (Problém CIRCUIT-EVAL): Mé¢éjme jazyk obsahujici vSechny pary (C,x), kde C je obvod
s n vstupy a jednim vystupem a x € {0,1}" takové, ze C(x) = 1. O

Poznamka: Obvod je sit hradel, které jsou navzdjem néjak propojené, s tim Ze celd sit ma na vstupu
jeden vektor (n drétii) a jeden vystup (jeden drét). Vicevrstva neuronovd sit je jisté obvodem. Problém
CIRCUIT -EVAL je pak jen o tom, pro dany vstup spocitat vystup sité.

Véta 1.23 (P-iiplny problém): Problém CIRCUIT -EVAL je P-tiplny problém.

Pozndmka: V P se mezi problémy prevadi pomoci prevoditelnosti v logaritmickém prostoru.

S [©

1.3 Polynomidlni hierarchie, pseudopolynomialni algoritmy, silna NP-}

aplnost, tfida #P a #P-aplnost

1.3.1 Polynomidlni hierarchie

Definice 1.24 (DTS s ordkulem): DTS M s ordkulem A, kde A je jazyk, se lisi od ,obyc¢ejného“ DTS
takto:

e M mé navic tzv. dotazovaci pracovni pasku (kde pouzivd abecedu jazyka A). Prostor zabrany béhem
vypoctu na této pasce se pocita do prostorové slozitosti M.

e M ma navic tii stavy fidici jednotky: DOT AZ, ANO a NE.

e Pokud béhem préace M dojde k piechodu do stavu DOT AZ, tak v ndsledujicim kroku M bud piejde
do stavu ANO, pokud aktudlni obsah dotazovaci pasky je slovo z jazyka A, nebo prejde do stavu
NE&, pokud aktualni obsah dotazovaci pasky neni slovo z jazyka A, a navic v obou pripadech nasledné
vymaze (nardz) cely obsah dotazovaci pasky. Jazyk slov pfijimanych DTS M s ordkulem A znacime
L(M, A).
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Pozndmka: DTS bez ordkula Ize chapat jako DTS s prazdnym ordkulem (tj. s A =0).

Definice 1.25 (Turingovskd pievoditelnost): Necht A a B jsou jazyky. Rekneme, Ze jazyk A je (determi-
nisticky) Turingovsky prevoditelny na jazyk B v polynomidlnim ¢ase, pokud existuje DTS M s ordkulem
pracujici v polynomialnim case takovy, ze A = L(M, B). Toto znac¢ime A <t B. O

Pfiklad 1.26: AcP = A <1 0.

Definice 1.27: Necht B je jazyk. P(B) = {A|A <t B}. Necht C je tiida jazyki. P(C) = {A|[3B € C: A <r B}.
O

Definice 1.28 (Nedeterministicky Turigovskd pfevoditelnost): Necht A a B jsou jazyky. Rekneme, Ze
A je nedeterministicky Turingovsky prevoditelny na B v polynomialnim case, pokud existuje NTS M
s orédkulem pracujici v polynomialnim case takovy, ze A = L(M, B). Tento fakt znac¢ime A <yp B. O

Definice 1.29: Necht B je jazyk. NP(B) = {A|A <np B}. Necht C je t¥ida jazykii. NP(C) = {A|AB € C: A <np
B}. O

Poznamka: A tak dédle pro PSPACE, LOG, ..

Definice 1.30 (Polynomidlni hierarchie - zjednodusend verze): Definujme tridy jazyki %o,%1,Zp,... se
startovni podminkou Xy = P a rekurzivnim piedpisem Yk > 0:XZr,1 = NP(Z;). Potom polynomialni
hierarchii rozumime t¥idu PH = (Jisq Z. O

Definice 1.31 (co-A, co-C): Necht A je jazyk nad abecedou X. Pak co-A = {x € T*|x ¢ A} je doplnék A.
Necht trida C je tiida jazykt. Pak co-C = {c0-A|A € C} je doplnék C. O

Véta 1.32 (Vztah PH a PSPACE): PH Cc PSPACE.

Definice 1.33 (Polynomidlni hierarchie): Polynomialni hierarchie sestava z X, Il a Ay pro k > 0, kde:

1)Xy=I=A=P.

2) Yk > 0: 21 = NP(Zp),

3) ¥k > 0: 11k + 1 = co-NP(Zy),
4) Yk > 0: Ak + 1 = P(Zy).

Véta 1.34 (Vztahy v polynomidlni hierarchii): Nasledujici vztahy plati pro k > 0:

1) 21 = NP, H1 = CO-NP, A] =P.
2) Iy = co-% (a tedy Xk = co-Ix).
3) Z1 = NPIIy).
4) Agy1 = P(ITy).
5) Hk+1 = CO-NP(Hk).
6) Zkr1 = NP(Aps).
7) Hiy1 = co-NP(Agy1).
8) Ay = co-Ag.
9) Ar = P(Ap).
10) X UTI; C Agyq.
11) A € Zf NI
12) Pokud X C I (nebo I C %), tak Xy = I1;.
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Obrazek 1.3.1. Polynomialni hierarchie. Sipky znazortiuji inkluze.

Definice 1.35 (Existenéni kvantifikdtor): Symbol F#™: R(x) znamend, Ze x: (|x| < p(n))A(x mé vlastnost R)
o

Definice 1.36 (Obecnij kvantifikdtor): Symbol YP™: R(x) znamena, %e ¥x: (x| < p(n)) = (x m4 vlastnost R).@
o

Definice 1.37 (T¥ida jazykii existitko C): Necht C je tfida jazyku. Pak 3C je tfida jazyku, kde A € AC, @
pokud plati AB € C, 3 polynom p:x € A & FPy: (x,y) € B. m]

Poznamka: Kdyz se ta definice rozzipuje, tak fikd: A € 3C, kdyz 3B € C,3 polynom p:x € A & Fy: (ly| <
pdxD) Ax,y) € B

Definice 1.38 (T¥ida jazykii vsechnitko C): Necht C je tiida jazyki. Pak YC je tfida jazykd, kde A € 3C, @
pokud plati AB € C,3 polynom p: x € A & YW™y: (x,y) € B. i

Pozndmka: Opét, pokud to rozzipujeme, tak dostaneme: A € YC, kdyz 3B € C,3 polynom p:x € A &
Yy: (lyl < p(xD)) = (x,y) € B

Definice 1.39 (T¥ida uzaviend na zdvojovdni): Tiida C je uzaviena na zdvojovani, pokud YA € C plati, @
ze B = {{x,y)lx € A} € C. O

Véta 1.40:

1) 3P = NP.
2) VP = co-NP.

3) Yk > 0: A% = 3.
4) Vk > 0: VI = I.
5) Vk > 0: A = Zpy1.
6) Vk > 0:VZ, = Ij,q.

Dusledek 1.41 (PH pomoci alternujicich kvantifikdtorii):
a) A € % tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji B € P a polynom p takové, Ze
xeA e Fy Py, (v, Y0, ..., yk) €B
b) A € II; tehdy a jen tehdy, kdyZz existuji B € P a polynom p takové, Ze
xe Ao WPy, By, Gy, Yo, Yk) €B
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= NP
PP— > PP =%, — > PPPP =%, —» PPPPP =3,

(SRS

VPp ———— - VPIPP = [I, ———— VPIPVPP = [I3 ——— VPIPVPIPP =11,
=co— NP

Obréazek 1.3.2. Polynomidlni hierarchie. Sipky zndzoruji inkluze.

Dusledek 1.42 (Kolaps PH na k-té tirovni): Pokud pro néjaké k > 0 plati Xy = Ily, pak Vj > 0:Zzy; =
Hk+j = Zk.

Disledek 1.43 (Ostré inkluze anebo koneénost PH): Bud plati Yk > 0:Z; C Z,1 nebo se polynomidlni
hierarchie skladé z kone¢né mnoha riznych tiid Z.

Dusledek 1.44 (Neostrd inkluze v hierarchii): Pokud existuje k takové, ze P = Xy C X, pak plati P c NP.

1.3.2 Pseudopolynomidlni algoritmy

Motto: Cisla jsou struktury, jejich hodnota roste exponencialné s délkou jejich zapisu (pokud pouZijeme
jinou nez undrni soustavu). Pokud doba béhu zavisi na hodnoté ¢isla, musime s tim pocitat, a a a vo tom
toje...

Definice 1.45 (k6d(X)): Méjme dan rozhodovaci problém Q a jeho instanci X. Kod(X) je délka (pocet
biti) instance X v bindrnim ¢&i vy$S$im kédovani. O

Definice 1.46 (max(X)): Méjme dan rozhodovaci problém Q a jeho instanci X. max(X) je nejvétsi ¢islo
v X. (hodnota, nikoliv délka bindrniho zapisu). O

Pfiklad 1.47: Napi. kéd({10000, 3,2)) =9, ale max({10000, 3,2)) = 10000.

Definice 1.48 (Pseudopolynomiilni algoritmus): Algoritmus fesici Q se nazyvéd pseudopolynomialni,
pokud je jeho casova slozitost pii spusSténi na vstupu X omezena polynomem v proménnych kod(X) a
max(X). |

Poznamka: Kazdy polynomialni algoritmus je i pseudopolynomialni.

Definice 1.49 (C’iselny’ problém): Rozhodovaci problém Q se nazyva Ciselny, pokud neexistuje polynom
p takovy, Ze pro kazdou instanci X problému Q plati max(X) < p(kéd(X)). O

Pozndmka: Pokud v problému nejsou ¢isla (naptf. SAT), tak si max(X) muzeme dodefinovat dle své
libosti jako néjakou konstantu.

Véta 1.50: Necht Q je NP-tiplny problém, ktery neni &iselny. Potom pokud P # NP, tak Q nemiiZe byt
fesen pseudopolynomialnim algoritmem.

Duikaz: Idea ditkazu: Sporem ukéazeme, Ze kdyby existoval pseudopolynomidlni algoritmus, tak bychom
NP-tplné problémy umeéli fesit v polynomialnim case a tedy by platilo P = NP.

Méjme Q neciselny NP-tplny problém (tedy Jp: VX instance Q: max(X) < p(kéd(X))).

Chceme, aby P # NP = 7 pseudopolynomidlni algoritmus fesici Q.

Sporem: Necht takovy algoritmus A existuje. Pak pro n€j existuje polynom g takovy, Ze pocet krokt
A na instanci X < g(max(X), kod(X)) < g(p(kéd(X)), kéd(X)) = §(kéd(X)), pro néjaky polynom 4. Poly-

nom p je polynom, zminény vyse u pfipomenuti, co je to neciselny problém.

10



Z toho ale plyne, Ze mame polynomidln{ algoritmus pro NP-tiplny problém, tedy P = NP. SPOR. ©

ano pseudopolynomidlni

T(n) algoritmu omezené pomoci p(max(X)) = {ne neni pseudopolynomilni

Ap: ¥X, X je instance Q : max(X) < p(k6d(X)) <iselny

Rozhodovaci problém Q = { jinak neni ¢iselny

Ptiklad 1.51 (Pseudopolynomiilni algoritmus pro soucet podmnoZziny): Predpoklidejme, ze plati a; >
a; > ...>4ay, a ze A je pole délky b. Existuje mnozina indext1 S C {1,...,n}, takovd, Ze Y,csa; = b?

1. forj « 1tobdo:

2. Afjl<0

3. end for

4. a9 <« b+1

5. fori <« 1ton do:

6. Ala]l <1

7. forj < bdownto g,_; do:

8. if (A[j] = D&&(j + a; < b) then

9. Alj+a;] <1
10. end if
11.  end for
12. end for

13. return A[b] =1

Algoritmus b&zi v &ase O(11-b), coZ je exponencidlni, pokud je vstup kédovany v soustavé r > 2 (O(r"-7")),
ale polynomialni, pokud je vstup kédovany unarné. Bud tedy mam exponencialné dlouhy vstup, a pak
uz ndm na tom bézi algoritmus v polynomidlnim ¢ase, a nebo mam polynomialné dlouhy vstup a pak
algoritmus pobéZi v exponencidlné dlouhém case.

1.3.3 Silnda NP-tiplnost
Motto: I kdyz néjaké NP-tpIné problémy zbavime ¢iselnosti, napfiklad si v TSP povolime maximalni

véahu 3, tak nam stale ztistanou NP-tplné.

Definice 1.52 (MnoZina instanci problému): Necht je Q rozhodovaci problém a p polynom. Symbo-
lem Q, oznac¢ime mnozinu instanci problému Q (tj. podproblém problému Q), pro které plati max(X) <
p(kod(X)), tj.

Qp = {X € Qmax(X) < p(kod(X))}. O

Véta 1.53: Necht Q je silné NP-tipIny problém. Potom pokud P # NP, tak Q nemiiZe byt feSen pseudo-
polynomialnim algoritmem.

Dikaz: Dle véty nelze neciselny NP-tplny problém feSit pseudopolynomialnim algoritmem, za

predpokladu, ze P # NP. Silné NP-tplny problém je NP-tplny problém a neni ¢iselny. Tedy ani ten
nelze Fesit pseudopolynomialnim algoritmem za pfedpokladu, ze P # NP. ©

1.3.4 Trida #P a #P-tplnost
Definice 1.54 (Certifikacni funkce): w : * — P(I*) ]

Definice 1.55 (Certifikdt): y € w(x) CI'* m]

O

© O] B O

Definice 1.56 (Rozhodovaci problém asociovany s certifikacni funkci): A, = {x € Z¥lw(x) # 0}
Definice 1.57 (Sharp-P): Mnozina certifikacnich funkci w:

11
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(i) 3 deterministkicky algoritmus: Vx € X£*,¥y € I'* ovéii v polynomidlnim c¢ase T = p(|x| + |y|), zda
y € w(x).
(ii) p, polynom: Yy € w(x) : ly| < p(|x]).

m]
Véta1.58: we#P = A, € NP.
Dukaz: Mam x € ¥, x € A,. Pomoci NTS uhodnu FeSeni .
e Diky (ii) vim, Ze na pdsce staci p(|x|) symbolt (certifikat polynomidlni délky).
e Diky (i) mam polynomidln{ algoritmus na ovéfeni.
@

Vétal59: AcNP=dJwe#P:A=A,.
Dukaz: A € NP = ANTS M: Vx € A3 pijmajc vpoet dIky < |p(x)|. Definuji pomocnou certifika¢ni funkci

w(x) = {yly € I'" : M pijme x po cest s kdem y dlky < p(x)}

(Mtizeme si ji pfedstavovat jako mnozinu logti TS, polynomialné dlouhych.)
A = Ay, pfimo z definice. Plati w € #P?
y € w(x) NTS toto ovéti
lyl > p(x) pak ne, protoZze je to moc dlouhé.
y & wio) jinak trasujeme NTS dle y a pokud neskonéi v pfijimacim stavu, pak ne.

(ii) ano, mame jen kédy délky < p(x). o

|

Pozorovani 1.60: [w(x)| 1ze spocitat v polynomidlnim case. Tedy lze v polynomidlnim ¢ase rozhodnout
zda x € Ay izdax € (PXE*)\ Ay). Z tohoto diivodu jsou #SAT, #KLIKA, #SP, . . . alespon tak tézkeé jako
SAT, KLIKA, SP, ...

Definice 1.61 (Polynomidlni redukce): Certifikacni funkce w:X* — PI™),v:II* - PA*),w,v € #P.
Polynomialni redukce je dvojice funkci vycislitelnych v polynomialnim case o:%X* — II" a ¢:N —» N

takovych, ze Yx € X*: [w(x)| = ¢(|Jv(o(x))]). O

Definice 1.62 (Setrnd polynomidlni redukce): Polynomialni redukce, kde ¢ je identita, tedy ¥n €
N:p(n) = n. |

Véta 1.63: #KACHL je #P-uiplny problém.

Dikaz: Q

1.4 Aproximacdni algoritmy a schémata

1.4.1 Aproximacni algoritmy

Motto: NP-tipIné optimaliza¢ni problémy se fesi Spatné, ale obcas se spokojime s tim, kdyZ se FeSeni
alespon blizi.

Definice 1.64 (Pomérovd chyba): Aproximacni algoritmus A Fesi optimalizacni problém X s pomérovou

chybou r(n), pokud pro vsechna zadani problému X velikost n plati max {{%, ;gﬁg } < r(n). |

Definice 1.65 (Relativni chyba): Aproximacni algoritmus A Fesi optimalizacni problém X s relativni

chybou e(n), pokud pro vsechna zadani problému X velikosti n plati ljwjf({g# <e(n). O
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Poznamka: Pri zlepSeni aproximace obé chyby klesnou. Pomérova chyba vyjadiuje kolikrat je aproximo-
vané FeSeni horsi neZ optimalni, relativni chyba vyjadiuje, o kolik (normované) je aproximované FeSeni
horsi nez optimalni.

Ptiklad 1.66 (Maximalizacni problém): Optimalizac¢ni verze problému KLIKA. Cilem je nalézt nejveétsi
kliku v grafu. Umi se f(APR) > 3f(OPT).

Piiklad 1.67 (Minimalizacni problém): Optimalizacni verze problému 7 SP. Cilem je nalézt nejkratsi
hamiltonovskou kruznici v daném grafu. Umi se f(APR) < 2f(OPT).

Ptiklad 1.68 (Aproximacni algoritmus pro TSP s trojithelnikovou nerovnosti na fiplném grafu): Méjme
na vstupu Neorientovany graf G, kde je kazdd hrana ohodnocena funkci w: E(G) — Rj. Chceme najit
nejkratsi hamiltonovskou kruznici. Existuje algoritmus, ktery najde cestu s chybu nejvyse 2.

Dikaz: Nejprve najdeme minimdlni kostru grafu, kterd méd vdhu T. Minimalni kostru zakofenime (jeden
z vrcholti zvolime jako kofen) a pomoci DFS ji projdeme. Vrcholy budeme postupné davat do nalezené
hamiltonovské cesty. Pokud vSak narazime na vrchol, ktery jiz v cesté je, tak ho budeme ignorovat a
pfesuneme se na dalsi nenavstiveny. To si mtizeme dovolit, protoze graf je tiplny, a tedy obsahuje hrany
mezi vSemi vrcholy. Cestu to neprodlouZi, protoZe vahy spliiuji trojihelnikovou nerovnost.

Celkem tedy nase nalezena cesta ma vdhu T" < 2T (konstru vahy T jsme prosli dvakrat, nékteré
hrany jsme zkratili). Pokud bychom nasli optimalni kruZznici C, a odebrali z ni jednu hranu, dostali
bychom také kostru, kterd by méla vahu Tc. ProtoZe T byla minimalni, tak T < Tc. Tedy i plati, Ze
2T < 2T¢. Hodnota C je navic vyssi nez Tc (Tc jsme dostali vyhozenim hrany z C). KdyZ to vse poskla-
déame, tak dostaneme T’ < 2T < 2T < 2C. v}

Véta 1.69 (O neexistenci aproximacniho algoritmu pro TSP): Necht'r > 1 je libovolnd konstanta. Potom
pokud P # NP, tak neexistuje polynomialni aproximacni algoritmus fesici obecny piipad obchodniho
cestujicicho s pomérovou chybou nejvyse r.

Dusledek 1.70 (O existenci neaproximovatelnijch itloh): Existuji NP-tézké optimalizacni tlohy, pro
které neexistuji polynomialni aproximacni algoritmy s konstantni pomérovou chybou (pokud P # NP).

1.4.2 Aproximacni schémata

Definice 1.71 (Aproximacni schéma): Aproximadcni schéma (AS) pro optimalizaéni tlohu X je algoritmus,
Jjehoz vstupem je zadani Y tlohy X a (racionélni) ¢islo e > 0, ktery pro libovolné pevné e pracuje jako
aproximacni algoritmus pro ilohu X s relativni chybou e. O

Pozndmka: Doba béhu miiZze byt exponencidlni (!) a to jak ve velikosti zaddni Y, tak v %

Definice 1.72 (Polynomidlni aproximacni schéma): Polynomidlni aproximacni schéma (PAS) pro opti-
maliza¢ni tlohu X je AS, jehoz casova slozitost je polynomialni vzhledem k velikosti zadani Y tlohy X.
O

Poznamka: Doba béhu ale mize byt exponencialni vzhledem k %

Definice 1.73 (Uplné polynomidlni aproximaéni schéma): Uplné polynomidlni aproximacni schéma
(UPAS) pro optimalizac¢ni tilohu X je PAS, jeho# ¢asova slozitost je polynomialni také vzhledem k % O

Pfiklad 1.74 (Algoritmus pro soucet podmnoZiny): Soucet podmnoziny muzeme vyfesit v exponenci-
alnim case algoritmem . Exponenciela se schovava v fadku , protoze moznych podmnozin je az
exponencidlné mnoho (2). Toto vyfesime tim, Ze do algoritmu vpasujeme proceduru TRIM (algoritmus
, bézici v ®(m)), kterd seznam proreze. Zapisem L, ® Lp|; se rozumi sliti seznamii Ly a Ly, pficemz
vylouc¢ime hodnoty, které jsou vétsi nez t. Zapisem L+c rozumime pricteni konstanty ¢ ke kazdému prvku
L. Nakonec tedy dostaneme UPAS pro soucet podmnoziny (algoritmus ), parametrizovany relativni
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chybou e. UPAS vola TRIM s parametrem £ — kazdym profezdnim se chyba miiZe zvétsit, a my chceme,
aby pri n iteracich nepiesahla €.

@ Algoritmus 1.75: Exponencidlni algoritmus pro soucet podmnoziny.

1. procedure SP-OPTIMAL(S, t)
n «|S|,Ly < (0)
fori—1,...,ndo:

Li < Lisy® (Lica +¢i) e
end for
return nejvétsi prvek z L,,.

SRS I

@ Algoritmus 1.76: Procedura, kterd profezava seznamy. Nechd tam jen prvky, které se lis{ alespori ,,0 §
procent”. Seznam L je vzestupné setfidény.

1. procedure TRIM(L, ¢)

2. me |L|,L" = 0,first «= —co
3. fori<1,...,mdo:

4. if first < (1 — 6)y; then

5. first «y;

6. L' « L’ U {first)

7. end if

8. end for

9. returnL’.

@ Algoritmus 1.77: UPAS pro soudet podmnoZiny.

1. procedure SP-OPTIMAL-UPAS(S, ¢, €)
n « |S|,Ly « (0)

3. forie1,...,ndo:

4. Li—Li1®/Lisr+c)ls

5. L; « TRIM(L;, £)
6

7

N

end for
return nejvétsi prvek z L,,.

Véta 1.78: Algoritmus popsany v prikladu je UPAS.

1.5 Metody tvorby algoritmi: dynamické programovani, hladovy al-
goritmus na matroidu

1.5.1 Dynamické programovani

Motto: Dynamické programovani fesi problémy tak, ze kombinuje feSeni piekryvajicich se podpro-
blému.

Poznamka (Kroky p#i ndvrhu algoritmu vyuZivajiciho technik dynamického programovini):

1) Charakterizace struktury optimalniho feSeni.

2) Rekurzivné ur¢i hodnotu optimélniho feseni.

3) Spocteni hodnoty optimalniho feSeni postupem bottom up.
4) Konstrukce optimélniho feSeni ze spoctené informace.

[©]

Definice 1.79 (Top-down pfistup): Rekurzivni volani podproblémii a pamatovani si jejich vysledkid. O

[©]

Definice 1.80 (Bottom-up p¥istup): Vypocet od nejmensich podproblémii az ke konecnému. O

Piiklad 1.81 (Levenshteinova editacni vzddlenost): Na vstupu dostaneme dvé slova a naSim cilem je
najit nejmensi pocet editacnich operaci (pfidani znaku, smazani znaku a zména znaku) tak, abychom
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z jednoho slova dostali druhé. Pouzivé se to napiiklad p¥i detekci preklept (,nechtéli jste spiSe hledat
... 7%). Podle nésledujiciho piedpisu postupné vyplnime tabulku a zaroveil si v ni pamatujeme, odkud
jsme se do policka dostali. Odpovéd nalezneme v pravém dolnim rohu. Kdyz pak ptjdeme zpét po Sipkéach,
nalezneme i prislusnou editac¢ni posloupnost. Slovo SUNDAY se zméni na slovo SATURDAY pomoci tif
operaci S, pridat A, pfidat T, U, zménit N na R, D, A, Y. Tabulka obsahuje zmény z libovolného
podretézce téchto slov. Sami si tento piiklad zkuste v piipravené prazdné tabulce. Uvedeny postup je
ukazkou bottom-up pristupu.

Al0l1 =
A[0] = i
Al = AL-1[1+1

- . . 0 Ali-1][j - 1] = ALl
i = g {3 A== A
A = Al -11+1
ALl = minfA[IG1Y AGIGTS, AL

e S|IU| N/ D|A|Y
o1~ 22|34 |5 |6

&

s{1tjoy|[1° |22 |37 [4> |5

A2V 1V 123N 3y 4~ e[ P TI[V]O
T3] 20 [2n [ 22 |3 [ 4N [ 4> el |[1° 223> |4
U4 [3v][2v 33N [4Nv ][5 L[1f

R[5 [ 4 |3 [3v[4N]4y ][5y A2}

D[6 [ 5 [ 4 [4v[3 ][4 ][5> S [ 3!

Al7V] 6t [ B [58] 4 [3N]4- K4

Y [8 [ 7V 6l [6N] 5 [ 4 [3S A 5!

1.5.2 Hladovy algoritmus na matroidu

Motto: Hladové algoritmy udé€laji lokalné optimdlni rozhodnuti a nikdy ho nemeéni.

Definice 1.82 (Matroid): Matroid je uspofadana dvojice M = (S,I) splnujici nasledujici t¥i podminky:

1) S je konecna a neprazdnd mnozina prvkia matroidu M.
2) (Dédicnd vlastnost) I je neprazdnd mnozina podmnozin mnoziny S (nezavislych podmnozin mnoziny
S), kterd m4 ndsledujici dédi¢nou vlastnost:

BeDANACB)=>AEe] (1)

3) (Vymeénnd vlastnost) I m4a nésledujici vyménnou vlastnost:

A,Bel,JA|<|Bl=>3xeB\A:AU{x} el 2)

O
Ptiklad 1.83 (Grafovy matroid): G = (V,E) je neorientovany graf. Pak G definuje matroid Mg = (Sg,Ig),
kde Sg = E a A C Sg je nezdvisla (tzn. A neobsahuje cyklus). Podmnozinou nezavislé mnoziny je nezavisla
mnozina, takze dédicna vlastnost je zachovana. Navic, z kazdé vétsi nezavislé mnoziny mohu prehodit
néjakou hranu do mensi nezdvislé mnoziny a nerozbit ji (vyménnd vlastnost).
Véta 1.84: VsSechny maximalni nezavislé mnoziny v matroidu maji stejnou velikost.

Dtikaz: Plyne z viyménné vlastnosti. Q

Definice 1.85 (Vizenij matroid): Matroid M = (S,1) je vazeny, pokud je déna vahové funkce w: S — R*
m|
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@ Definice 1.86 (Matroidovy problém): Pro dany vazeny matroid M najdéte nezavislou mnozinu v M s co
nejvétsi vahou (takovd mnozina se nazyva optimélni mnozina matroidu M). O

[A] Algoritmus 1.87: Hladovy algoritmus pro matroidovy problém. Necht je dan matroid M = (S, 1), kde

S = {x1,x2,...,x,} a vdhova funkce w: S — R*. Algoritmus bézi v T(n) = O(nlogn + n(f)), kde f(n) je
sloZitost testu na nezavislost.

1. procedure GREEDY (M, w):

2. A«0

3. setfid a precisluj S sestupné podle vah (w(x1) = max{w(x;)})
4. fori<1,...,ndo:

5. if (AU {x}) € I then:

6 A—AU{x}

7 end if

8. end for

9. return A

Véta 1.88: Algoritmus vraci optimalni mnozinu matroidu M.

Duikaz: Prvky pfeskocené na pocatku nemohou byt v Zadné optimalni mnoZziné. Po vybéru prvniho
prvku je pak zarucena existence optimalni mnoziny. Zbyvajici problém je pak pfeveden na problém
stejného typu, ale na mensi mnoziné prvku (opakujeme dokud existuji neprazdné nezavislé mnoziny).
Q@

1.6 Ziklady pravdépodobnostnich algoritmi.

Motto: Pravdépodobnostni algoritmus déla narozdil od deterministického nahodné kroky.

[D] Definice 1.89 (Pravdépodobnostni turingiiv stroj): Pravdépodobnostni turingtiv stroj (PTS) M je turin-
guv stroj, jehoz prechodova funkce je modifikovanad tak, Ze pro Vg € Q a Va € X plati 6(q,a) = {uo, 11}, kde

Ho, 1 € QXX X {«, e, —}. Navic pozadujeme, aby pravdépodobnost P[5(q,a) = ol = P[6(q,a) = 1] = % O

[D] Definice 1.90 (Jazyk pFijimany PTS): Jazyk prijimany PTS M definujeme jako mnozinu L(M) = {w € £*|P[T prijima] > 1}]
O

@ Definice 1.91 (NP (pravdépodobnostni varianta)): Triida jazykil, pro které existuje polynomialni algo-
ritmus A(x) takovy, Ze ¥Yx ¢ L: P[A(x) pfijme] =0 a Yx € L: P[A(x) pfijme] > 0 se nazyvd NP (nedetermi-
nisticky polynomilni). O

@ Definice 1.92 (RP): Trida jazyki, pro které existuje polynomialni algoritmus A(x) takovy, Ze Vx ¢
L: P[A(x) pfijme] = 0 a Vx € L: P[A(x) pFijme] > % se nazyva RP (randomized polynomial time). O

@ Definice 1.93 (BPP): Trida jazyki, pro které existuje polynomialni algoritmus A(x) takovy, ze ¥x ¢
L: P[A(x) pfijme] < % a V¥x € L: P[A(x) pfijme] > % se nazyva BPP (bounded-error probabilistic polyno-
mial time). m]

@ Definice 1.94 (PP): Trida jazyku, pro které existuje polynomialni algoritmus A(x) takovy, ze ¥x ¢
L: PIA(x) piijme] < § a ¥x € L: P[A(x) piijme] > § se nazyva PP (probabilistic polynomial time). o

@ Definice 1.95 (ZPP): Trida jazykt, pro které existuje polynomialni algoritmus A(x) takovy, ze ¥x ¢
L: P[A(x) pfijme] = 0 a Vx € L: P[A(x) piijme] = 1 se nazyvd ZPP (zero-error probabilistic polynomial
time). m|
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Ttida | P[A(x) piijme|x ¢ L| | P[A(x) ptijme |x € L]
NP 0 >0

RP 0 >3

BPP <3 >3

PP : >3

ZPP 0 1

Tabulka 1.6.1. Pravdépodobnostni t¥idy.

/ \ \\\ \
P — ZPP / BPP —,‘—> PP —— PSPACE —— EXPT
!
/

co—RP ﬁ/’ co—NP

Obrazek 1.6.1. Znamé inkluze pravdépodobnostnich tfid.

Pozndmka: Nezname BPP-iiplny problém, ale pokud se ukéze spravnym predpoklad, ze BPP = P, pak by
jimi byly P-tipIné problémy. D4 se zavést pravdépodobnostni polynomialni redukce, ale neni tranzitivni.
Plati, ze BPP C , N1II,.

Definice 1.96 (Algoritmus typu Las Vegas): Vysledek algoritmu typu Las Vegas je vzdy spravny, ale
néghodnost ovliviiuje dobu béhu algoritmu (tzn. po jaké cesté se algoritmus ke spradvnému vysledku
dobere). O

Poznamka: Problémy fesitelné polynomialnimi algoritmy typu Las Vegas jsou v tfidé ZPP.

Piiklad 1.97 (Randomizovany Quick-Sort): Pokud povita vybiram ndhodné, pak je o¢ekavany priimérny
¢as algoritmu O(nlogn), a to i v piipadé, kdy data na vstupu nejsou ndhodné permutace (Zadny vstup
neni $patny). Mimoto se pak da Quick-Sort paralelizovat (vracime vysledek té instance, ktera dobéhne
nejdfiv).

Definice 1.98 (Algoritmus typu Monte Carlo): Nahodnost ovliviiuje v algoritmu typu Monte Carlo jak
dobu béhu algoritmu, tak i spravnost jeho vysledku. O

Poznamka: Problémy feSitelné polynomialnimi algoritmy typu Monte Carlo jsou v t¥idé BPP. Pokud
Ize navic problém fesit polynomialnim algoritmem typu Monte Carlo takovym, ze pokud v pfipadé x ¢ L

vrati vzdy spravny vysledek, pak je takovy problém ve tridé RP.

Definice 1.99 (Algoritmus typu Atlanta): Algoritmus typu Atlanta vrati spravny vysledek v 75 % pii-
padu. O

Definice 1.100 (Polynomidlné ové¥itelny ditkaz (PCP)): Polynomiilné ovétitelny ditkaz (PCP) je typ
diikazu, ktery miize byt ovéfen nahodnym algoritmem s omezenym vstupem, ktery pouzije omezené

mnozstvi nahodnych bitua. O

Definice 1.101 (PCP(r,q)): PCP(r,q) je tiida jazyku, kterd je dokazatelna pomoci polynomialné ovéfitel-
ného diikazu, ktery polozi nejvyse q dotazi do tabulky o velikosti 2. O

Véta 1.102 (PCP): NP = PCP(O(log 1), O(1))
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Kapitola 2
Vycislitelnost

2.1 Algoritmicky vycislitelné funkce, jejich vlastnosti, ekvivalence
jejich rdznych matematickych definic

Definice 2.1 (Turingiiv stroj): Deterministicky Turingtiv stroj M s k pdskami (kde k je konstanta), je
pétice M = (Q,2%,6,40,F), kde Q je konecnd mnozina stavii jednotky, X je konecnd paskova abeceda,
5:QxXF — QxZF x {«, e, je (¢dstecna) piechodova funkce, qo € Q je pocdtecni stav a F € Q je
mnozina koncovych stavii. O

Pozndmka: Existuje mnoho riiznych ekvivalentnich definic TS, napf. naposedny TS (v kazdém kroku se
musi posunout doleva nebo doprava), TS s velmi malou abecedou (kompenzuje si to mnoha stavy), TS
s velmi mélo stavy (kompenzuje si to velkou abecedou), apod. Jedna z mala operaci, kterd TS rozbije,
je odebrani moznosti posuvu v jednom sméru, to z T'S udéla kone¢ny automat.

Definice 2.2 (Podminénd rovnost): A =~ B. Pokud jeden vyraz ma smysl, pak ma smysl i druhy vyraz a
plati rovnost. O

Definice 2.3 (Univerzailni Turingiiv stroj): Univerzalni turingiv stroj U je Turingtv stroj, ktery pro
libovolny turingtv stroj T a jeho vstup S, oba zakédované v pracovni abecedé U, vycisluje T(S), tedy
U(kod(T), kod(S)) = T(S). O

Véta 2.4 (Kleenova o normdlni formé): Pro kazdé k <1 existuji

CRF ¥, k+1 proménnych
PRP Ty k + 2 proménnych
PRF U jedné proménné

PREF s; k + 1 proménnych

takové, ze

1) ¥k je univerzalni funkci pro tfidu vsech CRF k proménnych.
Wi(e, x1,...,x;) vycisluje e-tou CRF k proménnych. Navic z odvozeni CRF lze efektivné ziskat e a
naopak z e 1ze efektivné ziskat odvozeni p¥islusné CRF.

2) Wile, x1, ... xx) = Uuy Ti(e, x1, . .., Xk, )

3) s jsou prosté funkce rostouct ve vech proménnych.

4) ‘{lm-#n(e, Zlsee s Zms X1se s xn) = LP?’l(sm(z‘la “ee ,Zm)7 X1y ,xn) (S_m_n Véta)
Toin(@, 215 Zm, X15 oo Xns Y) = Tu(Sm(Z15 -5 Zm)s X155 Xns )

5) Ti(e, x1, ..., X, Y) A Trle, X1, X, 2) 2 Y = 2

Diuikaz: Technicky dtikaz pfes turingovy stroje ©
Pozndmka: Predikat Ti(e,x1,..., %, Yy) vyjadiuje, ze Turingiv stroj, vycislujici program e na vstupu
(x1,...,Xx) zastavi pfesné po y krocich.

Dusledek 2.5: Libovolny program se da upravit tak, Ze se z néj da vytknout while cyklus.

2.2 Primitivné a ¢asteéné rekurzivni funkce

Motto: Turingtiv stroj je pekny vypocetni model, ale jednoduseji se pracuje s funkcemi. Zavedeme proto
formalismus, ktery je s TS ekvivalentni, ale vice odpovidd matematice.

Definice 2.6 (Zikladni funkce): Zakladnimi funkcemi jsou nésledujici totdlni (viude vydcislitelné) efek-
tivné vycislitelné funkce:

e Nulovad funkce: o(x) ~ 0.
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o Niaslednik: s(x) ~ x + 1.
e Projekce: I)(x1,...,x%,) ~x;,1 <j <n.

m]
Definice 2.7 (Odvozovaci pravidla (operditory)): Definujeme nésledujici operatory na funkcich, tedy
jejichz vstupem jsou funkce a vystupem jiné funkce:

e Operditor substituce: S;'(f,g1,....9m) = h, kde h(x1,...x,) = f(g1(X1, .., Xn), -« o, Qm(X1, - . ., Xp)).
o Operditor primitivni rekurze: R,(f,g) = h, kde:

- h(oaxZ"-"xn) :f(x2""?x71)
-h(y+1,x0,..0,x0) = g, h(Y, X0, ... X)X, oo, Xy)

o Operdtor minimalizace: u,(f) = h, kde:

h(x1,...,x) =y & Vz < (x1,.... %0, 2) LE O A (F(x1,...,x0,) 1= 0)

O

Poznamka: Operator substituce odpovida volani podprogramu. Operator primitivni rekurze odpovida
for cyklu. Operator minimalizace odpovida while cyklu.

Definice 2.8 (Primitivné rekurzivni funkce): Trida primitivné rekurzivnich funkci (PRF) je nejmensi
tfidou funkci, obsahujici zakladni funkce, ktera je uzaviena na operatory substituce a primitivni rekurze.
O

Definice 2.9 (Cdstecné rekurzivni funkce): Tiida Cistecné rekurzivnich funkci (CRF) je nejmensi tiidou
funkci, obsahujici zakladni funkce, ktera je uzaviena na operatory substituce, primitivni rekurze a mini-
malizace. O

Definice 2.10 (Obecné rekurzivni funkce): Trida obecné rekurzivnich funkci (ORF) obsahuje ty funkce
z CRF, které jsou totalni (tedy vsude definované). O

Véta 2.11: PRF jsou totalni.
Dukaz: Indukci V)

Véta 2.12: PRF c ORF c CRF.

Diikaz: Vztah PRF € CRF plyne z definice, stejné tak ORF C CRF. Zékladni funkce jsou totdlni a operétory
totalit zachovavaji. Tedy plati i PRF ¢ ORF.

,ORF # CRF“: Definujeme g(x,y) = y + 1, coz je PRF. y,(g(x,y) = 0) je CRF, ktera vak neni nikde
definovand, tedy nenf ORF.

,,PRF # ORF”: Naznak — Pomoci Ackermanovy funkce A(x,y) definované takto:

1 y=0
AQ,y) =12 y=1
y+2 jinak

Ax,0 =1

Ax+1y+1)=Ax, Ax +1,y)

ukazeme, Ze takovouto funkci nelze zkonstruovat jako PRF (pro x = 0 vy¢isluje funkciy + 2, prox = 1

vy¢isluje funkci 2y, pro x = 2 vycisluje 2Y, pro y = 3 vézové ¢islo 22" vysky y a tak dale), protoze to se
for cyklem udélat neda. ©

21

D]



© B [© @

[©

Definice 2.13 (Univerzdlni funkce): Méjme spocetnou tridu funkci jedné proménné F. U je univerzalni
funkce pro ¥ pokud plati:

o (ViYL UG, x) € F)
o (Vg € F)Ti)g = L, UG, x))

2.3 Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnozZiny a jejich vlastnosti
Motto: Mnoziny, u kterych si mtizu postavit turingtiv stroj, ktery mi f¥ikd, zda tam prvek je a nebo ne.

Link do slozitosti - mtiZe to byt i mnoZina jazykd...

Definice 2.14 (Charakteristickd funkce): Méjme mnozinu M. Jeji charakteristickd funkce Cp(x) je defi-
novana takto:

(1 xeM
Cu(x) = {0 x¢M
O
Definice 2.15 (Rekurzivni mnoZina): Mnozina M je rekurzivni, jestlize Cy; je ORF. O

Poznamka: Mnozina je tedy rekurzivni, pokud existuje program, ktery vzdy zastavi a rozhodne, zda
prvek do mnoziny patfi a nebo ne.

Definice 2.16 (Rekurzivné spocetnd mnoZina): Mnozina M je rekurzivné spocetna, jestlize existuje CRF
a(x) takova, ze a(x) |l x € M. ]

Poznamka: Mmnozina je tedy rekurzivné spocetna, pokud je definiénim oborem néjakého programu.

Pozndmka: Dudlni k mnozindm jsou predikaty (vlastnosti, podminky). Napt. Barva(x, Indigo) odpovida
tomu, ze x je v mnoziné {x|x ma barvu indigo}.

Definice 2.17 (Obecné rekurzivni predikit): Predikat P je obecné rekurzivni, jestlize jeho Cp je ORF. O

Definice 2.18 (Rekurzivné spocetnyj predikdt): Predikat P je rekurzivné spocetny, jestlize P je definicnim
oborem néjaké CRF. o

Definice 2.19 (Primitivné rekurzivni predikdt): Predikat P je primitivné rekurzivni, jestlize Cp je PRF.

m]
Definice 2.20 (W): x-té rekurzivné spocetna mnozina W, = dom(ey) = {ylex(y) 1} |
Pozndmka: W, je defini¢éni obor (mnozZina moznych vstupii) pro funkci s gédelovym ¢&islem x.
Definice 2.21 (K): K = {xlx € Wy} = {xlp.(x) |} = {x]¥1(x, %) |} o

Poznamka: K je mnozina godelovych cisel funkci, které samy na sobé zastavi.

Definice 2.22 (1-pfeveditelnost): Mnozina A je 1-preveditelnd na B (znacime A <1 B), jestlize existuje
prosta ORF f takova, ze x € A & f(x) € B. O

Definice 2.23 (m-pieveditelnost): Mnozina A je m-pieveditelnd na B (znacime A <,, B), jestlize existuje
ORF f takovd, ze x € A & f(x) € B. O

Poznamka: Vypada to uplné stejné jako pieveditelnosti ve slozitosti.
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Definice 2.24 (1-iiplnost): Mnozina M je 1-Uplna, jestlize je rekurzivné spocetna a kazda rekurzivné
spocetna mnozina je na ni 1-preveditelna. O

Definice 2.25 (m-iiplnost): Mnozina M je m-ipln4, jestlize je rekurzivné spocetna a kazda rekurzivné
spocetna mnozina je na ni m-preveditelna. O

Poznamka: Opét stejné jako C-tiplnost ze sloZitosti.
Véta 2.26: K je 1-uplna.

Diuikaz: K je rekuzrivné spocetnd — trividlni.

Méjme W, libovolnou rekurzivné spocetnou funkci. Ta mé charakteristickou funkci S(y, x). My ji
vSak upravime a definujeme a(y, x, w) = B(y, x). Funkce a, s godelovym ¢islem a, na hodnoté w nezavisi,
jde o klasicky trik ve vycislitelnosti.

S—m-n
>~

O’(]/, x9 w) = \I"3(ﬂ, y, x, w) \Pl (S%(ﬂ, ]/, x)9 w) = Qos%(a,y,x)(w)

Oznaéme h(y, x) = s3(a,y,x). Ze s-m-n véty plyne, Ze s? je prostd PRF, tedy i ORF.

ye Wy & aly,x,w) 1e onyn(@) 1o onyxnhiy,x) Lo h(y,x) €K

ProtoZe na hodnoté w nezélezi, mohli jsme za né&j dosadit cokoliv, tfeba h(y, x). Plati tedy, Ze Vx : y €
Wy & h(y.x) € K pro néjakou prostou ORF, tedy Vx : W, <; K. Protoze Wy jsou vSechny rekurzivné
spocetné mnoziny, je K 1-tplna. 0

Definice 2.27 (K0): Ko = {(y, )|y € W,}. |

Pozniamka: K, je mnozina vSech dvojic vstupu programu a kodii programi, ktery na danych vstupech
zastavi.

Véta 2.28 (Postova véta): Mnozina M je rekurzivni, pravé kdyz M i M jsou rekurzivné spocetné.

Diikaz: ,=” trividlni, pokud je Cy ORF, pak Cy je i CRF (tedy je M r.s.) a Cy; miizeme definovat jako
C(x) =1 Cyx) =0aCy(x) =0 © Cy(x) = 1.

»=" Pustime jak Cy a tak Cz;. Obé jsou CREF, takze obé dobéhnou, kdyZ prvek patii do jejich mno-
ziny. Vratim vysledek té, kterd zastavi s hodnotou 1. %

Definice 2.29 (Usekovd funkce): Funkce f:N — N je usekovd, kdyzZ jejim oborem hodnot je pocatecni
usek N (nebo celé N). m]

Poznamka: Vsechny PRF a ORF jsou tsekové, protoze jsou totalni.

Véta 2.30 (O selektoru): Necht Q je RSP na k + 1 proménnych. Potom existuje CRF ¢ s k proménnymi
takova, ze

® o(x1,...,x) Lo yQx1, ..., Xk, Y)
o <p(x1,...,xk) ,l,=> Q(Xl,. .. ,xk,go(xl, .. .,xk))

Dukaz: UkdZeme pro piipad k = 1. Mé&me x, hleddme nejmensi dvojici (y, s), kde s je pocet krokti turin-
gova stroje.

@(x) = (T2 (6, X, (W21, (W)22))y 1
Q

Poznamka: V diikazu jsme vilastné odtrasovali vypocet TS, pficemz jsme mu zvétSovali pocet moznych
krokii, nez najde pozadované y (pokud takové y nemd, tak z definice ani ¢ nezastavi). Vyuzili jsme triku,
kdy dvojici jde zakddovat do jednoho ¢isla, a z tohoto jde opét rozkédovat do dvojice.
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Véta 2.31: Kazda rekurzivné spodetna mnozina je oborem hodnot néjaké CRF.
Diukaz: Méjme néjakou rekurzivné spocetnou mnoZzinu W,. Definujme predikat P(x, y) tak, ze
Px,yy=(xeW,Ax=y)

Z véty o selektoru plyne, ze P mé selektor ¢, coz je funkce jedné proménné, pro kterou plati p(x) = y.
Plati, ze Vx € W, ¢(x) |, tedy W, = dom(y). Predikat P je definovany tak, Ze plati ¢(x) ~ x, a tedy
dom(y) = rng(g). Z toho tedy plyne, Zze W, = rng(y), a tedy W, je oborem hodnot néjaké CRF. Q0

Véta 2.32: Kazdy obor hodnot CRF je rekurzivné spodetna mnozina.

Diuikaz: Pro danou funkci @ hledam néjakou rekurzivné spocetnou mnozinu W,. Protoze plati, ze W, =
dom(B) pro néjaké B, sta¢i ndm najit takové B, ze rng(a) = dom(B).

Méjme tedy y, pro které plati, Ze 8(y) |, a budeme hledat x takové, Ze a(x) =~ y. Funkci a si miizeme
prepsat takto:

a(x) =~ U, T(e, x,2)), D

tedy hleddme hodnotu a(x) tak, Ze zkousime a(x) = 0?7, a(x) = 1?, a tak déle, aZ hodnotu najdeme, pokud
existuje. Funkci B(y) si pak mtiZeme zkonstruovat takto, pficemz si v w drZzime dvojici (x, s):

BY) = pt (a(x) | za s krokfi A a(x) = y)

Funkci @ si v definici funkce 8 simulujeme pomoci definice popsané v rovnici [1). Nema cenu tu technicky
rozepisovat 8 aZ na elementarni predikaty, idea je stejnd jako u véty o selektoru. Nasli jsme tedy funkci,
jejimz definiénim oborem je obor hodnot funkce a. A protoze rng(a) = dom(B) = W, dokézali jsme, Ze
oborem hodnot « je néjaka rekurzivné spocetnd mnozina. 0

Véta 2.33: Rekurzivni mnoZiny jsou pravé obory hodnot rostoucich tisekovych CRF.

Dukaz: ,=*: Mdme tedy rekurzivni mnoZzinu M a chceme k ni najit rostouci tisekovou funkci f. Zkon-
struujeme funkci f tak, Ze o¢isluje od nuly prvky M v rostoucim potadi:

e f(0) = uy(x € M)
o f(n+1)=p(x>f(n)Ax eM)

,&": Mame rostouci tisekovou funkci f a hleddme rekurzivni mnoZzinu M, pro kterou plati rng(f) =
M. Pokud je dom(f) kone¢nd mnozina (coz neumime efektivné dokazat...), tak by rng(f) bylo také ko-
necné (tzn. existuje n = max{dom(f)}). Pak staci forcyklem projet hodnoty od f(0) aZ f () a dostaneme M.
ProtoZe ndm na nagenerovani M staci PRF, je M rekurzivni.

Necht je f totalni. ProtoZe je f rostouci a tisekovd, tak pro kazdé f(x) = y plati, Zze x < y (kdybychom
néjaké x preskocili, nebyla by tisekovd, kdybychom néjaké prohodili, nebyla by rostouci). Pro zjisténi, zda
dané y je v mnoziné M (tedy Jx:f(x) = y ay € M) tedy staci primitivni rekurze, kterd projde vSechna
moznd x od nuly aZ po y (protoZe vime, ze 0 < x <y anebo y = f(x) ¢ M). Nepotfebujeme tedy operator
minimalizace (jde to for cyklem, nepotfebujeme while). Tedy je M = {f(0),f(1),...} rekurzivni. 0

Véta 2.34: Necht mnozina M je nekonecnd, je rekurzivni pravé tehdy, kdyZ je oborem hodnot rostouct
ORF.

Duikaz: Dle véty k M existuje rostouci tsekova CRF ¢. Protoze je M nekone¢nd, je ¢ totélni, tedy je
i ORF. v

Véta 2.35: Rekurzivné spodetné mnoZiny jsou pravé obory hodnot prostych tisekovych CRF.

Diikaz: ,&": Plyne z véty p.31]
,=":Mame rekurzivné spocetnou mnozinu M. K ni mdme néjakou CRF ¢, pro kterou dom(a) = M.
Definujme si mnozinu B takto:
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B = {{x,s)la(x) | za pfesné s krokt} = {(x,s)|T1(a, x,s) A (¥j < s)(=T1(a, x, )}

B je jisté rekurzivni (pro danou dvojici (x, s) pfesné za s kroki zjistime, zda (x, s) € B a nebo ne). Dle véty

k ni mame rostouci tsekovou CRF 8, pro kterou plati rng(8) = B. V mnoZiné B je kazdé x zastoupeno
praveé jednou. Pokud tedy definujeme f = (8)21 (vydéleni prvni slozky dvojice), tak f je prosta tisekova
CREF, kterou jsme hledali. o

Véta 2.36: Kazda rekurzivné spocetna mnozina obsahuje nekonecnou rekurzivni podmnozinu.

Diikaz: Méjme nekonecnou rekurzivné spocetnou mnozinu M. Dle véty k ni mdme prostou tseko-
vou ORF f takovou, Ze rng(f) = M. Definujme funkci ¢ pfedpisem

e g(0)=f(0)
o g(n+1) 2f(/.l](f(]) > g(n)))

Funkce g je rostouci a tisekova. Dle véty je tedy mnozina N = rng(g) rekurzivni mnozinou. Navic
plati, Ze N je nekone¢nd a N C M (protoze funkce g odpovidd nékterym hodnotam funkce f, ktera
generuje M). Mnozina N je tedy hledanou nekone¢nou rekurzivni mnozinou. 0

2.4 Algoritmicky nerozhodnutelné problémy (halting problém)

Motto: Lze algoritmicky rozhodnout, zda se turingtiv stroj na daném vstupu zastavi?

Definice 2.37 (Halting problém): Meéjme univerzalni turinguv stroj U. Halting problém je rozhodovacim @
problémem, ktery pro dany turingtv stroj T a vstupni data S rozhodne, zda U(code(T), code(S)) zastavi
(tedy zda U(code(T),code(S)) |) a nebo ne. O

Véta 2.38 (Nerozhodnutelnost halting problému): Halting problém je nerozhodnutelny.

Dtuikaz: Dokazujeme sporem. Pro spor pfedpokladejme, Ze halting problém je rozhodnutelny, tedy ze
prislusny univerzalni turingtiv stroj vzdy zastavi a vyda odpovéd, zda turingtiv stroj nad danym vstu-
pem zastavi a nebo ne.

To tedy znamend, Ze mdme UTS HALT, pro ktery plati:

o HALT (code(T),code(S)) = ANO & T(S) |
o HALT (code(T),code(S)) = NE & T(S) 1

Sestavme turingtiv stroj PODRAZ, pro ktery bude platit:
PODRAZ(K) | & HALT (code(K), code(K)) = NE

Stroj PODRAZ vlozime jako vstup stroji HALT :

HALT (code(PODRAZ), code(PODRAZ)) = ANO & PODRAZ(PODRAZ) |

Pokud stroj PODRAZ zastavi, tak stroj HALT odpovi ANO.

PODRAZ(PODRAZ) | & HALT (code(PODRAZ), code(PODRAZ)) = NE,

Pokud stroj HALT odpovi pro dany vstup ANO, tak se stroj PODRAZ na tomto vstupu zacykli zacykli
(viz definice stroje PODRAZ), takZze stroj HALT vrati NE, coz vede ke sporu. ©

Pozndmka: Moznd zminit i Riceovu vétu (véta na strané @), ze které plyne, Ze nelze programem
rozpoznat, zda dva programy délaji to samé.
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2.5 Véty o rekurzi a jejich aplikace, Riceova véta
Véta 2.39 (s-m-n): Pro kazda dvé piirozena ¢isla m,n > 1 existuje prosta PRF sy, jez je funkci m+1 pro-

ménnych, a pro vsechna X,Y1,Y2, ..., Ym Plati: @s,yyoym) (15225 -5 Z0) = @x(Y1, Y25 -+ o> Ym» 215225 - - 5 Zn)-

Poznamka: Véta nam rika, ze z kazdého programu, ktery ma na vstupu m + n proménnych si mizeme
vyrobit program, ktery ma na vstupu jen n proménnych, a zbylych m proménnych zadratujeme piimo
do programu.

Véta 2.40 (O rekurzi (pevny bod)): Jestlize f je ORF jedné proménné, potom existuje a takové, zZe
@r@)(X) = ¢a(x) pro vSechna x.

Dtikaz: Idea dtikazu: postavim a = si(z,z) pro néjaké vhodné z a pomoci s-m-n véty najdu vhodné
rovnosti.
Mgjme funkci ¢y, (. 2 s gddelovym &islem e. Pak plati:

Prsrzn(®) = ¥a(e,2,0) T = Wi(51(6,2), %) = 5,0 (X)
Pokud za z dosadime e, pak dostaneme

S—m-n

Pfsi(een(X) = Pale, e, x) Yi(s1(e, ), X) = @, (ee)(X)

Plati tedy, Ze ¢r(s,(e.0))(X) = @s,(e.0)(X), COZ pro a = s1(e, €) dava @) (x) = @a(x). Vi

Véta 2.41 (O rekurzi (zdvislost na parametrech)): Pro kazdou CRF h s m + 1 proménnymi existuje

::::::::::

Dikaz: Vezméme

Ph(sma1(Z,ZY 1y ees i) Y1 oeves ym)(x) ~W(e', z, Y1, s Yms X) = ‘Ps,,,ﬂ(e*,z,yl,...,y,n)(x)

a polozme g(y1,...,Ym) = Sms1(€", ", Y1, ..., Ym)- v

Véta 2.42 (O rekurzi (mnoho pevnyjch bodit)): Pro kazdou CRF f existuje prosta PRF a takovd, Ze
Bf(a(ip(X) = Pag) (X).

Poznamka: Tato véta nam Fika, Ze pevny bod neni jen jeden, ale Ze jich je nekone¢né mnoho.

Dtikaz: Idea dtikazu: Jako u diikazu véty budeme konstruovat g(j) ve tvaru g(j) = sa2(z, z, ).

Pfsazzjy(X) = W36, 2,1, %) = W1(s2(€, 2, ), X) = Ysyiezy) = Psyezy(X)

Pro z = e dostaneme g(j) = sz(e, e, ), a tedy

Dfsaeeip(X) = Wale,e,],x) = W1(s2(e,,1), X) = Ysyef) = Psy(ecey(X)

Plati tedy, ze (pf(sz(g!g’]‘))(x) = (pSZ(g’e’]')(x), CcoZ pro g(]) = 52(6, €,j) dava ng(g(j))(X) =~ (pg(]')(X). @
Véta 2.43 (O rekurzi (dvojnd forma)): Pro kazdou CRF h s m+1 proménnymi existuje a, které je indexem
(godelovym ¢islem) funkce h(a,x1,...,Xy), tak, Ze h(a,x1,...,Xn) = @a(X1, ..., Xm).
Dukaz:

h(z,x1, ... x0) = Whea(e, z, X1, ..., X)) = Pu(s1(e,2), X1, ..., Xy) = 9051(6,2)(-7(17 ceXy)
Nyni jiz staci pouzit vétu na s;(e, z) v proménné z a dostdvame hledané a. 0

Véta 2.44 (Riceova): Necht A je tiida CRF jedné proménné, kterd je netrividlni, potom Az = {x|¢, € A}
neni rekurzivni. Takovad mnozina se nazyva indexovd mnozina. Specialnim pfipadem je tiida jediné CRF
‘A’Coa kde A = {x|903( = QDXO}'
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Diuikaz: Sporem. Necht A # je rekurzivni mnoZzina. ProtoZe je A4 netrividlni, tak existujea € Agab ¢ Aa.
Definujme funkci f takto:

_(a x¢Aax
f(X)_{b XGA{;(

ProtoZe je mnoZzina A # rekurzivni, je f ORF (f odpovida charakteristické funkci mnoziny Ax, Ca,,
jenmisto 0 a 1 vracia a b).

Nynibudeme aplikovat vétu P.4(. Funkce f je CRF. Pak existuje n&jaké e takové, ze Vx: Pre)(X) = @e(X).
Necht plati, Ze e € Ay, tedy ¢, € A. Pak plati, Ze f(e) = b. ProtoZze b ¢ A, tak Pre) € A. Jenze dle véty
o rekurzi jsou funkce ¢y, a ¢, ekvivalentni, a tedy nemiiZe nastat, Ze by jedna z nich v A byla a druha
nebyla, protoZe obé vy¢isluji stejnou funkci a ta v A bud je a nebo neni. SPOR. ©

Dusledek 2.45: Z Riceovy véty plyne, Ze nemuze existovat program, ktery o dvou libovolnych programech
efektivné zjisti, zda délaji to samé.

2.6 Godelovy véty

Definice 2.46 (Rekurzivni neoddélitelnost): Dvojice mnozin A a B, ANB = 0, je rekurzivné neoddélitelna,
pokud neexistuje zadna rekurzivni mnozina M, A C M, pro kterou plati M N B = 0. O

Poznamka: Alternativné se to da vyjadrit tak, ze A € M, BC M.

Definice 2.47 (Efektivni neoddélitelnost): Dvojice mnozin A a B, ANB =0, je efektivné neoddélitelna,
pokud existuje CRF ¢ takova, %e pokud A € Wy, B C Wy, W, N W, =0, tak plati p(x,y) |¢ Wy UW,. O

Véta 2.48 (Existence efektivné neoddélitelné dvojice): Existuji disjunktni rekurzivné spocetné mnoziny
A a B, které jsou efektivné neoddélitelné.

Dukaz: Idea: udéldme funkci, kterd pro vstup z jedné mnoziny vraci druhou a naopak, a provedeme
diagonalizaci.

Definujme: A = {x]p.(x) = 0}, B = {x]|p,(x) =~ 1}. A a B jsou disjunktni a rekurzivné spocetné. Lze
sestrojit funkci ¢, (x, v, w):

1 w padne dfive do W, nez do W,
wa(x,y, W) = {O w padne dfive do W, nez do W,
T jinak

Pomoci s-m-n véty si mtizu prvni dva parametry pro danou dvojici fixovat (x je kéd pro A, y je kod
pro B) a ziskdm tak @y, (w) pro néjakou funkci . Nyni staci nalézt bod, kde @) bude divergovat. Jeji
divergence totiZ bude znamenat, Ze existuje bod mimo W, U W,.

Spustime tedy ¢qu(x,) samu na sobé. Pokud by a(x,y) € W,, pak by jisté¢ padlo diive do W, nez do
Wy, tedy by ¢up(@(x,y)) 1= 1. V takovém ptipadé ale a(x,y) patfi do B (kam patfi vstupy, pro které
¢x(x) > 1). Symetricky se ukaZze, ze kdyby a(x,y) € W,, tak by nejprve padlo do W, a pfitom by mélo
patfit do A. ¢uxy)(a(x,y)) tedy spadne mimo A i B. 0

Véta 2.49 (O vztahu efektivni a rekurzivni neoddélitelnosti): Necht A a B jsou efektivné neoddélitelné
mnoziny. Pak jsou i rekurzivné neoddélitelné.

Dikaz: Pro spor ptedpokladejme, Ze existuje rekurzivni mnoZzina M, ktera oddéluje dvé efektivné ne-
oddélitelné mnozZiny. Protoze je M rekurzivni, jsou dle Postovy véty mnoziny M a M rekurzivné
spodetné, tedy plati, ze M = W, a M = W, pro né&jaké x a y. ProtoZe jsou A i B efektivné neoddélitelné,
tak existuje p(x,y) ¢ W, UW,. To ale znamen4, Ze jsme nasli bod, ktery neni ani v M, ani v jejim dopliiku
M, co je spor. 0
Definice 2.50 (Zikladni aritmetickd sila): Jazyk obsahujici numeraly 0, 1, funkéni symboly +, X a
koneéné mnoho axiomii (komutativita, asociativita, distributivita) oznac¢ujeme jako zékladni aritmetickou

silu (Robinsonova aritmetika,). O
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Definice 2.51 (Reprezentovatelnost CRF): CRF f je reprezentovatelna v teorii T, ktera ma ZAS, jestlize
existuje formule ¥ takova, Ze

f(xl,""xn):y = '_TT(x_l,---sE’]?)
Fr Fat,...,an, A Flag,...,ay,y) = B=vy

[m]

Pozndmka: Znaceni X zde neznamend negaci x!, ale to, 7e x a X se kazdé vyskytuji v jiném svété (svét
disel, svét logiky), byt se snazi vyjadfovat to samé.

Véta 2.52 (O reprezentovatelnosti): Kazdi CRF f je reprezentovatelnd v libovolné teorii T, ktera méa
ZAS. Dokonce existuje pro kazdou CRF formule, kterd ji reprezentuje ve viech teoriich ZAS soucasné.

Dusledek 2.53: Jsou-li A a B disjunktni, rekurzivné spocetné mnoziny, potom existuje formule G takova,
zex € A=ty G(X) ax € B=rr -G (X).

Definice 2.54 (Axiomatizovatelnd teorie): Teorie T je axiomatizovatelnd pravé tehdy, kdyz mnozina
dokazatelnych formuli je rekurzivné spocetna. O

Véta 2.55 (Gddelova véta o neiplnosti): Pro libovolnou bezespornou teorii T se zakladni aritmetikou
silou plati:

1) mnoZzina dokazatelnych funkci neni rekurzivni
2) je-li navic T axiomatizovatelnd, pak existuji uzaviené formule ¥, pro které ¥ F, ¥ =F.
3) bezespornost T nelze v T dokazat.

Dtikaz: Bod 3 nebudeme dokazovat, to nechame logikéim.

1) Tvrdime, Ze mnoZzina dokazatelnych formuli neni rekurzivni. Vezméme dvé rekurzivné spocetné
disjunkni mnoziny A a B, které jsou efektivné neoddélitelné. Dle dtisledku existuje formule G takova,
zex € A =rr G(X) ax € B =1 =G (X). Definujme si mnoziny A; a B; takto:

o Ay ={x|+rr G (X))
e By = {x| rr =G (%)}

Na prvni pohled se zd4, Ze se A a A;, resp. B a By nelisi, ale neni tomu tak. My vime, Ze pro kazdé
x € Asedav teorii T dokézat, Ze plati G (X), a Ze pro kazdé y € B se v teorii T da dokdzat, Ze plati =G ().
Ale méjme néjaké z € C, CN (A U B) = 0. Zda plati G(z) nebo =G (z) nevime. Abychom se nemuseli
podobnymi otdzkami znervéznovat, sestavili jsme si mnoziny A; a By, které obsahuji vSechny validni
vstupy pro formuli G.

Zjevné plati, Ze A C A1 a B C By. Teorie T je bezrozpornd (tedy se v ni nedd dokazat jak vyrok p tak
vyrok —p), takze Ay N By = 0. Zaroven ani jedna z nich neni rekurzivni, protoZe by separovala A a B (dle
predpokladu jsou efektivné neoddélitelné, coz dle véty implikuje rekurzivni neoddé€litelnost). Ani
mnozina formuli dokazatelnych v T tedy neni rekuzivni (kdyZ neni rekurzivni jeji podmnozina, tedy
ani Ay, ani B1, nemiize byt rekurzivni sama).

2) Necht je navic teorie T axiomatizovatelnd, tedy mnoZina jejich dokazatelnych formuli je rekur-
zivné spocetnd. Pak i A1 a B; budou rekurzivné spocetné. Protoze jsou A i B efektivné neoddélitelné, tak
mohu efektivné nalézt bod k ¢ A; U By (stejnym postupem, jako bych hledal I ¢ A U B, viz dtkaz véty
p.4§). Cislo k je kédem formule, kterd neni dokazatelna v T, ani v ni neni dokazateln jeji negace. 0
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Kapitola 3

Datové struktury

3.1 Stromové vyhledavaci struktury: binarni stromy a jejich vyvaZzo-
vani, haldy, trie, B-stromy a jejich varianty

3.1.1 Bindrni stromy a jejich vyvaZovani

3.1.2 Haldy
Motto: Potiebujeme znat extrém mnoZiny, a zbytek nés zatim nezajima.

Definice 3.1 (Halda): Halda je stormova sturktura, kde vrcholy reprezentuji prvky z S a splnuji lokalni
podminku na vahovou funkci w: S — R: Pro kazdy vrchol v a jeho otce t plati, ze w(t) < w(v). O

Poznamka: U vsech hald pozadujeme, aby v kofeni byl minimalni prvek. Pokud cheme, aby v kofeni byl
maximalni prvek, neni problém algoritmy upravit (a nebo zvolit vahovou funkci w’(x) = —w(x) a haldu
neménit).

d-regularni haldy

Definice 3.2 (d-reguldrni strom): Necht d > 1 je pfirozené ¢islo. Pak d-reguldrni strom je kofenovy
strom (T,r), pro ktery existuje poradi syni jednotlivych vnitrnich vrcholi takové, ze ocislovani vrcholi
prohledavanim do §itky, v némz kofen r ma ¢islo 1, spliuje nasledujici podminky:

1) Kazdy vrchol ma nejvyse d synu.
2) Kdyz vrchol nenf list, pak vSechny vrcholy s mens§im ¢islem maji pravé d syni.
3) Kdyz vrchol m4 méné nez d syni, pak vSechny vrcholy s vétsimi ¢isly jsou listy.

[m]

Definice 3.3 (Pfirozené ocislovdni d-reguldrniho stromu): Ocislovani v d-reguldrnim stromu se nazyva
prirozené ocislovani d-regularniho stromu. O

Definice 3.4 (d-regularni halda): d-reguldrni halda je d-reguldrni strom ve kterém plati, Ze pro kazdé
u,v €T, u = otec(v), w(u) < w(v). O

Pozndmka: d-reguldrni halda je ta halda, o které jsme se ucili na Programovani I a II.

Operace Up(H,x) T(n) = O(log,(n))

Opravi porusenou podminku uspofadani tak, ze prvek prohodi s jeho otcem.
Vol4 se rekurzivné smérem nahoru.

Operace Down(H,x) T(n) = O(dlog,(n))

Opravi porusenou podminku uspofadant tak, Ze prvek prohodi s néjakym jeho
synem. Vold se rekurzivné smérem dolu.
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Operace Insert(H,x) T(n) = O(log,(n))

Vlozi novy prvek na konec haldy (za vrchol s nejvy3$sim ¢islem) a zavold na ném

Up(x).

Operace Minimum(H) T(n) = 0OQ1)

Vrati hodnotu vrcholu haldy.

Operace Delete-Minimum(H) T(n) = O(dlog,(n))

Zahodi kofen stromu a misto néj umisti vrchol y z konce haldy (vrchol s
nejvyssim ¢islem). Na novém kofeni haldy zavola Down(y).

Operace Delete(H,x) T(n) = O(dlog,(n))

Zahodi vrchol x a misto néj umisti vrchol y z konce haldy (vrchol s nejvys$sim
¢islem). Pokud je w(x) < w(y), pak zavold Down(y), jinak zavola Up(y).

Operace Decrease(H,x,nova hodnota) T(n) = O(log,(n))

Nastavi x novou hodnotu a zavola Up(x).

Operace Increase(H,x,novéa hodnota) T(n) = O(dlog,(n))

Nastavi x novou hodnotu a zavola Down(x).

Leftist haldy

Definice 3.5 (Null path length (npl)): Mé&jme bindrni kotfenoy strom (T,r). Pro vrchol ozna¢me npl(v) @
délku nejkratsi cesty z vrcholu v do vrcholu, ktery ma nejvyse jednoho syna. Vrchol, ktery ma nejvyse
Jjednoho syna ma npl rovno 0. O

Definice 3.6 (Leftist halda): Méjme podmnozinu S univerza U a funkci w : S — R. Pak bindrni strom @
(T,r) takovy, ze

1) Ma-li vrchol v jen jednoho syna, pak je to levy syn.
2) Ma-li vrchol v dva syny, pak plati npl(pravy) < npl(levy).
3) Plati podminka usporddédni v haldé.

Poznamka: Leftist haldy jsou zalozené na operaci MERGE, kterou zvladaji provést v ¢ase O(1). Oproti
d-regularnim halddm navic potiebuji metodu OPRAV, ktera opravi poruSenou podminku 2) z definice
lefist haldy.
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Operace Merge(H;, H,) T(n) = O(1)

Tato metoda slouci dvé leftist haldy do jedné. Jednu haldu zvoli jako hlavni, a
druhou postupné zmensuje a rekurzivné zavésuje doprava. Halda tedy roste
smérem doleva.

1. procedure MERGE(H1, H»):

2. if H; = 0 then return H, end if

3. if H, = 0 then return H; end if

4. if w(Hy.root) > w(H,.root) then

5. prohod H; a H,

6. end if

7.t < Hj.root.right

8. H’ « MERGE(subtree(t), Hy)

9. Hj.root.right « H’.root

10.  if npl(Hy.root.right) > npl(H;.root left) then
11. prohod levého a pravého syna Hj.root
12. end if

13.  npl(Hy.root) « npl(Hj.root) + 1

14. return H;
Operace Insert(H, x, a) T(n) =0Q)

Vytvofii jednoprvkovou leftist haldu H’, kterd obsahuje prvek x s vahou g, a
zavolad Merge(H, H’).

Operace Mimum(H) T(n) = 0O(1)

Vrati kli¢ v koreni H.

Operace Delete-Minimum (H) T(n) =0O(1)

Oznaci za Hy levy podstrom kofene H a za H, pravy podstrom kofene H.
Nasledné zavold Merge(H1, Ha).

Operace Oprav(H, v) T(n) = O(log(n))

Operace opravi haldu v pfipadé, Ze po operacich Increase, Decrease a nebo
Delete bude porusena podminka npl(pravy) < npl(levy). Zaroven dojde k
utrhnuti vrcholu v.

1. procedure Oprav(H,v):
2.t otec(v), npl(t) < 0

3. if v # t.right then

4 tleft « t.right

5. end if

6. while npl(t) se zmensilo a t neni kofen » V&etné zmenseni npl na fadku 2
7 t « otec(t)

8 if npl(t.right) > npl(t.left) then

9. vymeén t.left a t.right

10. end if

11. npl(t) « npl(t.pravy) + 1

12.  end while
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Operace Decrease(H,x,q) T(n) = O(log(n))

Operace snizi hodnotu vrcholu x a zavold metodu Oprav(H, x). Nakonec spoji
podstrom x se zbytkem haldy.

1. procedure Decrease(H,x,a):

2. Hj = podstrom H uréeny vrcholem x
3. wk) «— wkx)—a

4. Hjp « Oprav(H, x)

5. H « Merge(Hq,H)

Operace Increase(H,x,a) T(n) = O(log(n))

Operace Delete(H, x) T(n) = O(log(n))

Operace nejprve provede merge levého a pravého podstromu vrcholu x. Potom
zavold metodu Oprav(H, x), ¢imzZ ze stromu odstrani podstrom urceny vrcholem
x. Nakonec spoji zbytek haldy H s haldou, kterd vznikla spojenim levého a
pravého podstromu x.

1. procedure Delete(H,x):

H; < podstrom H uréeny levym synem vrcholu x
H, « podstrom H uréeny pravym synem vrcholu x
Hj3 < Merge(H,, Hy)

Hy « Oprav(H, x)

H « Merge(H3, Hy)

SRR

Binomidlni haldy

Definice 3.7 (Binomidlni strom): Binomialni strom B; je kofenovy strom rekurentné definovany jako @
strom sestavajici z podstromii By, B1,... atd. kde strom By je jednoprvkovy strom a Vi > 0 plati, ze strom

H; vznikne pfipojenim stromu H; — 1 ke kofeni jiného disjunktniho stromu H; — 1. Pro kazdy binomialni
strom By plati:

1) strom ma 2* uzli
2) vyska stromu je k
3) na i-té hladiné je pravé (’f) uzli (odtud ndzev struktury)

4) vrchol s nejvyssim stupném ve stromu, coz je k, je kofen

O
Definice 3.8 (Binomidlni halda): Binomialni halda H je mnozZina binomialnich stromi, které spliuji @
nasledujici vlastnosti:

1) kli¢ uzlu je mensi nez kli¢ jeho rodice (haldovd podminka)
2) pro kazdé nezdporné k, 1 v H nejvyse jeden binomidlni strom jehoz kofen m4 stuperi k (pocet syni
k).
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Obrizek 3.1.1. Pfiklad haldy H se 13 vrcholy. Bindrni reprezentace ¢isla 13 je j1101;. H tedy
obsahuje binomidalni stromy B3, B, a By s pocty uzlti 8,4 a 1.

Operace Minimum(H) T(n) =0(1)

Vrati hodnotu proménné, na kterou ukazuje ukazatel aktudlntho minima.

Fibonacciho haldy

Definice 3.9 (Fibonacciho halda): Fibonacciho haldu tvoii les, reprezentovany spojovym seznamem
castec¢né usporadanych stromii, ktery vznikl aplikaci haldovych operaci na prazdném lese. Nékteré vrcholy
mohou byt poznaceny (viz operace DECREASE). Drzime si pointer na vrchol stromu, ktery obsahuje
globélni minimum. (neumime to popsat lépe) O

Fibonacciho haldu reprezentujeme pomoci kruhovych obousmérnych spojakil. Kazdy vrchol mé
odkaz na svého souseda vpravo a vlevo, na jedno ze svych déti a na svého rodice. Sousedem nejlevéjsiho
vrcholu je nejpravéjsi vrchol (kruhovy spojak), vrchol mize byt sdm sobé sousedem. Vrcholy si navic
pamatuji sviij stuperi (tzn. pocet pfimych déti) a to, zda byly oznackované. Kofeny jednotlivych stromt
v lese jsou spojeny do spojaku a navic si drzime ukazatel na globalni minimum (které je vzdy v kofeni
né&jakého stromu).

min|H)

@ @@ @) )
30
b 23 7 3 17) 24
C 2 ‘@i; e ¢ O
) &
&% c €5
Operace Insert(H,x) T(n) = O(1)

Ptida jednoprvkovou haldu do lesa a upravi ukazatel na aktudlni minimum.

Operace Minimum(H) T(n) =0O(1)

Vréati hodnotu proménné, na kterou ukazuje ukazatel aktualniho minima.
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Operace Merge(H;, H) T(n) = O(1)

Spojt kruhové spojaky lestt H; a H,. Poté porovna Min(H;) a Min(Hb), a nastavi
podle toho novy pointer na minimum.
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Operace Delete-Minimum(H) T(n) = O(log(n))

Vrchol obsahujici minimum je ze stromu odstranén a jeho déti jsou zafazeny jako
nové stromy do lesa tvofictho haldu a pointer na minimum je povéSen na
nahodny vrchol. Nésledné je halda konsolidovana. Pfi konsolidaci slijeme
postupné stromy tak, aby ve vysledném lese byl nejvyse jeden strom s danym
stupném (to si hliddm v pomocném poli A). D(n) = [log(n)].

1. procedure FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H): i
2.z« min[H] @
3. if z# NIL then
4 for each child x of z do:
5. add x to the root list of H _
6 plx] — NIL e
7 end for ®» @@y g 5238 ‘@ @B\
8 remove z from the root list of H @n (o @f (30)
9. if z = right[z] then @5
10. min[H] « NIL 123
11. else A Y
12. min[H] « right[z] © @@ e g (2 @ @‘:r\ @1
13. CONSOLIDATE(H) @i) 30) 16)
14. end for @)
15. n[H] « n[H] -
16. end if feinn
17.  return z @ @ITHaI g (523817 d%
1. procedure CONSOLIDATE(H): @) 6o Q} o)
2. fori« 0to D(n[H]) do: @3
3 A[i] « NIL A REEE
4. end for
5. for each node w in the root list of H do: © @\ (D)@ g &) Q Qf\ @ﬁ_\/
6 X — W @D (o 40
7 d < degree[x] )
8 while A[d] # NIL do: A
9. y < A[d] »yma stejny stuperi jako x. |
10. if key[x] > key[y] then ® (7\ @ g ) @f\» Qf\ @{,-
11. exchange x &y w @3 EED) (46)
12. end if @)
13. FIB-HEAP-LINK(H, y, x)
14. A[d] « NIL
15. de—d+1
16. end while

17. Ald] « x

18. end for

19. min[H] « NIL

20. fori« 0to D(n[H]) do
21. if Ali] # NIL then

22. add A[i] to the root list of H

23, if min[H] = NIL or (key[A[i]] < key[min[H]]) then
24, min[H] « A[i]

25. end if

26. end if

27.  end for

FIB-HEAP-LINK(H, y, x)
remove y from the root list of H
make y a child of x, incrementing degree[x]
mark[y] « FALSE

W
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Operace Decrease(H,x, nova hodnota) T(n) = O(1)

nizi hodnotu vrcholu x. Pokud se tim porusi podminka uspofadani, ta

Snizi hodnot holu x. Pokud se t dmink dani, tak

procedura utrhne podstrom s kofenem x a cely ho vloZzi jako novy strom do lesa.
aroven oznackuje rodice x, a pokud jsme mu pravé utrhli uz druhé dité (coz

Z k dice x kud trhli uz druhé dit

pozname tak, Ze uz byl oznackovany pfedtim), tak s nim provedeme rekurzivné

to samé co s x.

1. procedure FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, k):
2. key[x] <k

3. yeplx]

4. if y # NIL and key[x] j key[y] then
5. CUT(H, x, y)

6 CASCADING-CUT(H, y)

7.  end if

8. if key[x] < key[min[H]] then

9 min[H] « x

10. end if

1. procedure CUT(H, x, y):

2. remove x from the child list of y, decrementing degree[y]
3. add x to the root list of H

4. pl[x] « NIL

5.  mark[x] « FALSE

1. procedure CASCADING-CUT(H, y):
2.z« plyl
3. if z # NIL then
4 if mark[y] = FALSE then
5. mark[y] < TRUE
6 else
7 CUT(H, y, z)
8 CASCADING-CUT(H, z)
9 end if
10. end if
min|H| min|H|
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Operace Delete(H,x) T(n) = O(ogn)

ProtoZe neumime x efektivné najit, musime na néj dostat pointer. Provedeme
Decrease(H,x,—0) a nasledné Delete-Minimum(H).

3.1.3 Trie

3.1.4 B-stromy a jejich varianty

B-stromy
@ Definice 3.10 (B strom): O
@ Definice 3.11 (B+ strom): O
@ Definice 3.12 (B* strom): O
Operace Search(T, k) T(n) = O(log,(n))
Operace Insert(T, k) T(n) = O(tlog,(n))

3.2 Hasovani (feSeni kolizi), univerzalni haSovani, perfektni haso-
vani

3.2.1 HaSovani (feSeni kolizi)
@ Definice 3.13 (Zdkladni piedpoklady hasovdini):

1) Hasovaci funkce h je rychle spocitatelna — budeme predpoklddat, Ze hodnota h(x) se spoc¢itd v O(1).

2) HaSovaci funkce h rozdéluje universum U rovnomérné, tj. -1 < h‘l(i)l - |h‘1(j)| < 1 pro vsSechna
i,j€{0,1,...,m—1}.

3) Funkce S je ndhodné vybrana z univerza U podle rovnomérného rozdéleni, tj. pro kazdé n plati, Ze
kazda mnozina S, |S| = n, je vybrana s pravdépodobnosti (‘17‘)

4) Kazdy prvek z U ma stejnou pravdépodobnost byt argumentem operace.

HasSovani se separovanymi fetézci

@ Definice 3.14 (Hasovdni se separovanymi fetézci): Datova struktura pro haSovani se separovanymi
fetézci sestava z pole A délky m, kde kazdy prvek pole i predstavuje ukazatel na spojovy seznam kli¢ti
X, pro které plati, ze h(x) = i. O

Operace MEMBER(x) T(n) =0 (ﬂ)

m

Nejprve spocteme i = h(x) a nasledné zjistime, zda se x vyskytuje ve spojovém
seznamdu i.
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Operace INSERT(x) Tn)=0 (ﬂ)

m

Nejprve spocteme i = h(x) a nasledné pridame x do spojového seznamu i.

Operace DELETE(x) Tm) =0 (%)

Nejprve spocteme i = h(x) a ndsledné odstranime x ze spojového seznamu i.

Definice 3.15 (Hasovdni s uspofddanyymi separovanymi fetézci): Jde o modifikaci hasovani se separo-
vanymi Fetézci, kdy jsou spojové seznamy usporfadané. O

Pozndamka: Tato datova struktura nezlepsi pocet testu v pripadé, Ze prvek x € S, ale zlepsi pocet testu
v piipadé, ze x ¢ S, protoze miiZzeme vyhledavani ukoncit drive.

HasSovani v tabulce

Poznamka: Hasovani se separovanymi fetézci je neefektivni pri praci s paméti, protoze musime alokovat
jak pole A, tak prvky spojovych seznami. Spojovy seznam jde reprezentovat piimo v tabulce A.

Poznamka: Vsechny metody pro hasovani v tabulce potiebuji proceduru, ktera efektivné vraci volné
radky v tabulce.

Definice 3.16 (HaSovdni s pfemistovdnim): Datovd struktura pro haSovani s pfemistovanim sestavd z
tabulky A, ktera ma m fadkt a sloupce kli¢, next a prev. Pomoci hodnot ve sloupcich next a prev jsou
prvky v jednom fetézci usporadany do dvojsmérného seznamu radki. V pripadé, ze pro dané i fetézec
Jjiz existuje, je novy prvek pridan na jeho konec. O

Operace MEMBER(x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Bud na daném fadku nic neni, pak x ¢ S, nebo prev # NIL, pak
v S doposud nebyl hasovany fetézec i (a tedy x ¢ S). Pokud prev = NIL, pak na
fadku i zacind Fetézec, ktery projdeme.

1. procedure MEMBER(X):

2. i« hx)

3. if A[i][prev] # NIL then return x ¢ S end if
4. whilei # NIL do:

5. if Alillkey] = x then
6 returnx € S
7 end if

8 i « Ali][next]
9. end while

10. returnx ¢S

Operace INSERT(x) T(n) =

Pti vkladani mtize dojit ke tfem situacim. Bud fetézec i jesté nezacal. Pak je bud
tadek i prazdny, a mtizeme tam vloZzit x, nebo je fddek obsazen prvkem y z
jiného Fetézce (coz pozndme podle neprazdného sloupce prev). V takovém
piipadé y pfesuneme na volny fadek a opravime ukazatele na néj. Ve tfeti situaci
fetézec i jiz v tabulce je. V takovém pripadé vlozime x na volny fadek, ktery
napojime na konec fetézce i.
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Operace DELETE(x) T(n) =

P#i mazéani nejprve najdeme x v tabulce. Pokud x neni prvnim prvkem fetézce i,
pak ho smaZeme a pfepojime pointery. Pokud je prvnim prvkem fetézce 7, pak
na jeho misto presuneme prvek y = A[i][next].

fadek | kli¢ | next | prev fadek | kli¢ | next | prev
0 0
1 1 9 1 1 9
2 2
3 73 6 3 73 6
4 4 11 5 9
5 161 8 5 161 4
6 53 3 6 53 3
7 7 7 7
8 11 5 9 8 28
9 141 | 8 1 9 141 | 4 1

Tabulka 3.2.1. Tabulka pro hasovani s pfemistovanim, ktera vznikla posloupnosti operace IN-
SERT pro prvky 1,141, 11,73, 53,7 a 161. Byla pouzita hasovaci funkce h(x) = x mod 10. Tabulka
vpravo zachycuje stav po vlozeni prvku 28.1

@ Definice 3.17 (HaSovdni se dvéma ukazateli): Metoda hasovani se dvéma ukazateli je variantou na
hasovani s piemistovdnim. Rozdilem je to, Ze pfi hasovani se dvéma ukazateli jsou prvky Fetézce i pouze
v jednosmérném spojovém seznamu, tedy nepotiebujeme sloupecek prev. Retézec i zacina na fadku

Alil[begin]. O

Operace MEMBER (x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Pokud A[i][begin] = NIL, pak x ¢ S. V opa¢ném pfipadé
prohleddme seznam zacinajici na fadku A[i][begin]

Operace INSERT(x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Pokud Ali][begin] = NIL, pak doposud neexistuje fetézec i.
Pokud je fadek i volny, tak umistime x na fadek i a nastavime A[7][begin] =i. V
opacném piipadé vlozime x na volny fadek j a nastavime A[i][begin] = j. Pokud

fetézec i jiz existoval, pak x umistime na volny fadek, ktery pfipojime na konec
fetézce i.

Operace DELETE(x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Pokud A[i][begin] = NIL, pak skon¢ime. V opa¢ném piipadé
prohleddme seznam zacinajici na fadku A[i][begin] a najdeme x. Pokud je x
prvnim prvkem fetézce, tedy je na fadku A[i][begin], tak nastavime

Alil[begin] = Ali][next]. V opa¢ném piipadé pouze odstranime x ze spojového
seznamu tim, Ze jemu pfedchazejici prvek na fadku j pfepojime na nasledujici
prvek (Aljl[next] = Alil[next]).

1 KOUBEK, Véclav a Alena KOUBKOVA. Datové struktury I. Praha: MATFYZPRESS, vydavatelstvi Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy v Praze, 2011. ISBN 978-80-7378-166-8.
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fddek | key | next | begin fadek | key | next | begin
0 0
1 1 9 1 1 1 9 1
2 2
3 73 7 3 3 73 7 3
4 4 28
5 161 5 161
6 7 6 7
7 53 6 7 53 6
8 11 5 8 11 5 4
9 141 | 8 9 141 | 8

Tabulka 3.2.2. Tabulka pro hasovani se dvéma ukazateli, kterd vznikla posloupnosti operace
INSERT pro prvky 1, 141, 11, 73, 53, 7 a 161. Byla pouzita haSovaci funkce h(x) = xmod 10.
Tabulka vpravo zachycuje stav po vlozeni prvku 28.2

Srustajici haSovani

Pozndmka: V predchozich metodach se fetézce nemichaly, tedy pro kazdy fetézec i a j, i # j platilo, ze
{x|x je v Fetézci i} N {x | x je v Ietézci j} = 0. Tato vlastnost ve sristajicim haSovani neni zachovana.

Definice 3.18 (Standardni sriistajici hasovini (LISCH a EISCH)): Podobné jako u piedchozich metod
obsahuje tabulka spojovy seznam hasovanych prvki, realizovany pomoci ukazatele next. Retézce vsak
nejsou separované, prvky se pridavaji do fetézce, ktery prochédzi fadkem i. V piipadé metody LISCH (late-
insertion standard coalesced hashing) se piidava za posledni prvek Fetézce, zatimco v péipadé metody
EISCH (early-insertion standard coalesced hashing) se pridava bud p¥imo na Fadek i (pokud je volny)
nebo na volny radek, ktery je do Fetézce napojen hned za. i. O

Operace MEMBER (x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Ve spojovém seznamu zacinajicim na fadku i nalezneme x.

Operace INSERT-LISCH (x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Pokud je fadek i prazdny, vlozim na néj x. V opa¢ném piipadé
vlozim x na volny faddek a napojim na néj konec fetézce, ktery prrochazi ftadkem i

Operace INSERT-EISCH(x) T(n) =

Spocteme i = h(x). Pokud je ¥adek i prazdny, vloZzim na néj x. V opacném piipadé
vlozim x na volny fadek j a zafadim ho do fetézce, ktery prochazi fddkem 7, hned
za fadek i (A[jl[next] = Alil[next], Alil[next] = j)

Poznamka: Efektivni algoritmus pro operaci DELETE neni znam.

2 Koubek, Koubkova: op.cit.
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LISH EISCH
fadek | key | next fadek | key | next fadek | key | next

0 0 0

1 1 9 1 1 9 1 1 9
2 2 2

3 73 6 3 73 6 3 73 6
4 4 28 4 28 7
5 7 5 7 4 5 7

6 53 6 53 6 53

7 161 | 5 7 161 | 5 7 161 | 5
8 11 7 8 11 7 8 11 4
9 141 | 8 9 141 | 8 9 141 | 8

Tabulka 3.2.3. Tabulka pro standardni sriistajici hasovani, leva tabulka vznikla posloupnosti
operaci INSERT pro prvky 1, 141, 11, 73, 53, 161 a 7, pokud byla uzita metoda LISCH, nebo 1,
161,11,73,53,7 a 141, pokud byla uzita medota EISCH. Byla pouzita hasovaci funkce h(x) = x mod 10.
Zbyvajici tabulky zachycuiji situaci po vloZzeni kli¢e 28 pro metody LISCH a EISCH.3

@ Definice 3.19 (Sriistajici hasovdni (LICH, VICH a EICH)): Metody LICH (late-insertion coalesced ha-
shing) a EICH (early-insertion coalesced hashing) jsou v zasadé totozné, jako metody LISCH a EISCH.
Rozdilem je to, ze vedle hasovaci tabulky je k dispozici prostor mimo ni, tzv. ,,sklep“. Metoda, ktera vraci
novy volny fadek, vraci primarné fadky ze sklepa. Metoda VICH (varied-insertion coalesced hashing) je
kombinaci metod LICH a EICH. Pokud existuji prvky retézce, které jsou ve sklepé, pak nové radky v
fetézci zaradi za posledni prvek ve sklepé. Jinak zaradi prvek x na konec fetézce. O

Poznamka: Operace MEMBER je pro metody LICH, EICH a VICH totozna s operaci MEMBER pro
LISCH a EISCH. Operace INSERT pro metody LISCH a LICH (resp. pro EISCH a EICH) jsou totoZné.
Efektivni algoritmus pro operaci DELETE neni znam ani pro metody LICH, EICH a VICH.

Operace INSERT-VICH(x) T(n) =

Vkladéni probiba podobné jako u INSERT-LICH resp. INSERT-EICH. Odlisna je

pozice v Fetézci, kam se zafadi vkladany prvek. Pokud je prvek vkladdn na fadek

i = h(x), a nebo pokud je vkladan do sklepa, tak se vklad4, stejné jako u metody

LICH, na konec fetézce i. V opacném piipadé (ktery nastane, kdyZz uz ve sklepé

nen{ misto) je x zafazeno jako naslednik posledniho prvku fetézce, ktery je ve

sklepé.

LICH VICH EICH

fadek | key | next fadek | key | next fadek | key | next fadek | key | next
0 0 0 0
1 1 10 1 1 10 1 1 10 1 1 9
2 2 2 2
3 73 6 3 73 | 11 3 73 | 11 3 73 | 11
4 4 28 9 4 28 7 4 28 7
5 7 5 7 4 5 7 5 7
6 6 6 6
7 161 | 5 7 161 | 5 7 161 | 5 7 161 | 5
8 11 7 8 11 7 8 11 4 8 11 4
9 9 31 9 31 8 9 31 | 10
10 | 141 | 8 10 | 141 | 8 10 | 141 | 9 10 | 141 | 8
11 53 11 53 11 53 11 53

3 Koubek, Koubkova: op.cit.
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Tabulka 3.2.4. Tabulka pro sriistajici hasovani, leva tabulka vznikla posloupnosti operaci IN-
SERT pro prvky 1, 73, 141, 53, 11, 161 a 7, pokud byla uzita metoda LICH, nebo 1, 73, 161, 53,
11,141 a 7, pokud byla uzita medota EISCH, a kone¢né 1, 73, 141, 53, 161, 11 a 7, pokud byla po-
uZzita metoda VICH. Byla pouzita haSovaci funkce h(x) = x mod 10. Zbyvajici tabulky zachycuji
situaci po vloZzeni kli¢t 28 a 31 pro metody LICH, VICH a EICH.*

Ostatni metody

Poznamka: Zbyvajici dvé metody zcela opousti Fetézce prvku se stejnou hodnotou haSovaci funkce.
Namisto toho nejprve najdou fadek i = h(x) a v pfipadé, Ze dojde ke kolizi, tak zaiadi prvek na konec
shluku plnych radki, ve kterém se nachazi radek i.

Definice 3.20 (HaSovdni s linedrnim p¥iddvdnim): Pii haSovani s linearnim pridavanim jsou klice vkla- @
dény do tabulky A s m fddky, a to bud na fadek i = h(x), pokud je volny, a nebo na nejblizsi ndsledujici
volny Fddek (néslednikem posledniho fddku je prvni rddek). O

Operace MEMBER (x) T(n) =

Nejprve nalezneme i = h(x). Pokud se x nachdzi na fadku i, pak x € S. V opacném
piipadé projdeme postupné fadky pole A ¢islo (i + 1) mod m az (i + m) mod m.
Priichod polem zastavime, pokud narazime na x (pak x € S), pokud narazime na

prazdny fadek (pak x ¢ S), a kone¢né pokud projdeme vSechny fadky (pak také
x ¢5).

Operace INSERT(x) T(n) =

Nejprve nalezneme i = h(x). Pokud je fadek i prazdny, tak do néj vlozime x. V
opacném piipadé projdeme postupné fadky ¢islo (i + 1) mod m az (i + m) mod m.
Pokud narazime na volny fadek, dfiv nezZ ndm fadky dojdou, tak na tento fadek
vlozime x.

Poznamka: Efektivni algoritmus pro operaci DELETE neni znam.

fadek | key fadek | key
0 0
1 1 1 1
2 11 2 11
3 73 3 73
4 141 4 141
5 161 5 161
6 53 6 53
7 7 7 7
8 8 35
9 9

Tabulka 3.2.5. Tabulka pro hasovani s linearnim pfidavanim, vznikld posloupnosti operaci
INSERT pro prvky 1, 11, 73, 141, 161, 53 a 7. Byla pouzita haSovaci funkce h(x) = xmod 10.
Tabulka vpravo vznikla pfiddanim prvku 35.5

Definice 3.21 (Dvojité hasovini): Dvojité hasovani je modifikaci hasovani s linedrnim pridavanim. PFi @
hledéni volného fadku vsak algoritmus neprochdzi tabulku s krokem o velikosti 1 (jako hasSovéni s line-
arnim priddvanim), ale velikost kroku urc¢uje pomocnd hasovaci funkce hy(x). O

4 Koubek, Koubkova: op.cit.
5 Koubek, Koubkova: op.cit.
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Operace MEMBER(x) T(n) =

Nejprve nalezneme fadek i = h1(x). Pokud ¥adek i obsahuje x, pak x € 5. V
opacném piipadé projdeme postupneé fadky pole A &islo (i + 1) mod m az

(i + m)ymod m, s krokem h = hy(x). Prichod polem zastavime, pokud narazime na
x (pak x € S), pokud narazime na prazdny fadek (pak x ¢ S), a kone¢né pokud
projdeme vSechny fadky (pak také x ¢ S).

Operace INSERT(x) T(n) =

Nejprve nalezneme i = h;(x). Pokud je fadek i prazdny, tak do néj vlozime x. V
opacném piipadé projdeme postupné fadky ¢islo (i + 1) mod m az (i + m) mod m,
s krokem & = hy(x). Pokud narazime na volny fadek, dfiv nez ndm fadky dojdou,
tak na tento fddek vloZime x.

Poznamka: Efektivni algoritmus pro operaci DELETE opét nezname.

fadek | key fadek | key
0 11 0 11
1 1 1 1
2 2 35
3 73 3 73
4 141 4 141
5 7 5 7
6 53 6 53
7 161 7 161
8 8
9 9

Tabulka 3.2.6. Tabulka pro dvojité hasovani, vznikla posloupnosti operaci INSERT pro prvky
1,73,53,141, 161, 11 a 7. Byly pouZita hasovaci funkce /11(x) = xmod 10 a hix(x) = 1 +2(x mod 4)
(kdyz xmod 4 € {0,1}), resp. ha(x) = 3 + 2(xmod 4), kdyz xmod 4 € {2,3}. Tabulka vpravo
vznikla pfidénim prvku 35.5

3.2.2 Univerzalni hasovani

Motto: Nikdo ndm negarantuje pékné vstupni hodnoty, které budou mit alespori trochu nddhodné roz-
déleni. Tak si ndhodnost vyrobime sami tim, Ze si ndhodné zvolime haSovaci funkci z katalogu, a az pak
za¢neme haSovat.

Definice 3.22 (C-univerzdlni systém funkci): Nécht U je univerzum. Systém funkci H = {h; ‘ i€ I},

hi:U — {0,...,m — 1} se nazyva c-univerzalni (kde c € R*), pokud

. cllf

Vx,ye U, x £ y: |{1 el|hi(x) = hi(y)}| < o
O

Véta 3.23: Méjme c-univerzalni systém funkci H = {h; ‘ iel}, h:U — {0,...,m—1}. Pak pro kazdé dva
rizné prvky x,y € U je pravdépodobnost, ze pro nahodné zvolené i € I s rovnomérnym rozdélenim plati
hi(x) = hi(y), je nejvyse rovna .

Dikaz: Mame dvojici kli¢tt x a y, chceme ukdazat, Ze ndhodné zvolend funkce 7 je haSuje na stejnou
hodnotu s pravdépodobnosti mensi neZ ... Mnozina v8ech funkci, které x hasuji na stejnou hodnotu

6 Koubek, Koubkova: op.cit.
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jakoyje I’ = {i € I | hi(x) = h;(y)}. Pravdépodobnost, Ze ze vSech funkci z I zvolime funkci, kterd se trefi
P 7o 1.
pravé do I je 7
{i e I|hi(x) = hi(y))} z degnice % 1] _c

I T

Véta 3.24 (Existence c-univerzilniho systému funkci): Existuje c-univerzalni systém funkci.

Diuikaz: Idea dtikazu: nejprve si takovy systém navrhneme a pak o ném dokazeme, Ze je c-univerzani.
Definujme c-univerzalni systém funkci H = {h, | (a,b) € U x U}, definovanych pfedpisem

hap(x) = ((ax + b) mod N) mod m, (c-univerzdlni systém)

kde N = |U|. H obsahuje pouze linedrni funkce, tedy spliiuje pozadavek, aby funkce $lo rychle vy¢islit.
Nyni dokdZeme c-univerzélnost. Méjme x,y € U, x # y a hleddme a,b € U pro kterd h,,(x) = hyp(y).
Pokud takové dvojice a, b existuje, tedy plati h,,(x) = h,p(y), pak musi existovat néjaké i € {0,...,m — 1}
ar,se€ {0, e [%] - 1} tak, ze platf:

(ax+b=i+rm) modN
(ay+b=i+sm) modN

Vztahy plynou z toho, Ze h,,(x) = h,p(y) = i. Protoze je h,p = ((ax + b) mod N) mod m, tak nam aplikace
mod m zlikvidovala ¢leny rm a sm a ztstalo jen i. ProtoZe jsme mod m odstranili, musime si tam tyto
¢leny vratit. KdyZz budeme x,y,i,7 a s povazovat za konstanty a a,b za nezndmé, tak nalezeni viech
(a,b) € U x U, takovych, Ze h,;(x) = h,p(y), odpovida feSeni systému linedrnich rovnic v télese Zy. Této
soustavé rovnic odpovida matice

x 1

(y 1 )

kterd je regularni, protoZe x # y, a tedy md jediné feSeni. Pro pevné dana x,y, 1,7 a s tedy existuje pravé
jedno Feseni, ¢ili i dvojice (a, b). Pro dana x a y miiZe i nabyvat aZ m hodnot a r, s nabyvaji az N1 hodnot.
J J Y y yva m

Celkem tedy plati, Ze pro kazdé dva prvky x,y € U, takové Ze x # y existuje m ([%])2 dvojic (a,b) €
U x U. Protoze velikost H je ddna poctem viech dvojic (4, b), je rovna |U x U| = N*. Z toho plyne:

R

NT\2 NT\2
_ (m) v () e ()
2~ 2~ 2 2

GF UGl
Rovnost oznacend hvézdickou plyne z toho, ze [H| = |I| = {(a,b) | (a,b) € U x U} = N2 Posledni ¢len
vSak odpovidd definici c-univerzédlniho systému, kde poZadujeme, aby pocet funkci, které pro dané x a
y vytvari kolize (tedy h,,(x) = h,4(y)) byl nejvyse C%. ProtoZze pouzivame kongruence (=), potfebujeme,
aby N bylo prvocislo.

Lze tedy shrnout, ze pokud je N prvodcislo, tak systém funkci H = {h,, | (a,b) € U x U} je c-

NT\2

& v

univerzalnim systémem funkci pro ¢ =
Definice 3.25 (Indikdtor kolize): Méjme c-univerzalni systém funkci H = {h; ‘ ie€l}. Prokazdéiel a
pro kazdé dva prvky x,y € U definujeme indikator kolize pfi pouziti hasovaci funkce h; jako

1 kdyzx #y ahi(x) = h(y)

oix.y) = {0 jinak

a dale definujeme pro danou mnozinu SCU,xe U ai€l

5i(x,8) = ) 6i(x%,y).

yes
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Pozndmka: Proménna 6;(x,S) piedstavuje pocet kolizi mezi x a prvky mnoziny S pii pouziti h;, neboli
délka fetézce na adrese h;(x) bez prvku x.

Véta 3.26 (Ocekdvané casy operaci pro univerzilni hasovini): Ocekdvany cas operaci MEMBER, IN-
SERT a DELETE v c-univerzalnim hasovani je O(1 + ca), kde a = "%' je faktor naplnéni. Ocekavany cas
provedeni posloupnosti n operaci MEMBER, INSERT a DELETE aplikované na prazdnou tabulku je
O(n(1+5e))

Dtikaz: Pro pevné danou mnoZinu S € U a pro pevné x € U secteme §;(x, S) pres vSechna i € I:

Do S =Y Y sy =Y Y ey = Y |liel[h( =hy)| <

iel iel yeS yesS el YES.y#x

I ~1)cll 7
< > M {(|5| “ ey kdyzxes
e ISlcs, kdyzx ¢ S
Z toho plyne, Ze horni odhad ocekdvané hodnoty d;(x, S) pocitany pres vSechny indexy funkcii € [
je

1 BBl kdyzxeS
T 57’(x’ S) = { Sm v
I ; B kdyzx¢s
V case O(1) najdu ptihradku. Pro dané x mtizeme ocekédvat nejvyse c'% kolizi, to znamena, Ze pii-
slusny fetizek pro né¢j bude nejvyse c'%' dlouhy. To znamend, Ze operace MEMBER, INSERT a DELETE

bézi v ase O(1) a O (c%‘) v

Véta 3.27 (Dolni odhad c): Méjme univerzum U velikosti N a necht H je c-univerzalni systém hasovacich
funkci do tabulky T velikosti m. Pak ¢ > % >1-5-

Diikaz: Idea: Nejprve si pro néjakou obecnou funkci spoc¢teme velikost mnoziny vsech kolizi, a pak to
zobecnime.

Méjme funkci f: U — T, kde U ma velikost N a T ma velikost m. Definujeme A = {(u,v) | (1,v) €
UxUu # v,f(u) = f(v)). Prot € T oznatme k; = |f‘1(t) , tedy pocet vSech kli¢ti, které se hasuji do
ptihradky ¢. Velikost A se spocte ndsledujicim postupem (za vyuziti Cauchy-Schwarzovy nerovnosti,
tedy pokud mame b = Z;Zf)l b;, tak plati Z;’i()l bi(bi-1)>b (% - 1)):

C.S. N N-m
|A|=Zkt(kt—l) . N(——l):N(—),
teT m m

protoZe Y. k; = N. Tato nerovnost plati pro jednu hasovaci funkci. Pokud vezmeme v tivahu vSechny
hasovaci funkce z H, dostaneme vztah

N - .
|I|N( mm) < Z [{e.y) € U x U | hi(x) = hi(y), x # y}| = Z i € Ihix) = i)} <
iel (w{igxu

1 + |
< Z c =N -,

(xyelxu
x#Y

V rovnosti oznacené hvézdickou jsme jen prohodili objekt, pfes ktery s¢itdme, je jedno zda s¢itame dvo-

jice pfes funkce nebo funkce pfes dvojice. V rovnosti oznacené k¥izkem jsme vyuzili toho, Ze se ve vyrazu
ptes dvojice nepocitd a vSech dvojic s danou vlastnosti je N(N — 1). Tedy

N-m 1

m

|IIN( )SN(N—l)C

(N_m)sC(N—l)
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3.2.3 Perfektni hasovani

Motto: KdyZz zname kli¢e dopfedu, miizeme jim udélat hasovaci funkci na miru.

Definice 3.28 (Perfektni funkce na mnoziné): Kdyz U je univerzum a S € U jeho podmnozina, pak @
fekneme, ze funkce f:U — {0,1,...,m — 1} je perfektni na mnoziné S, kdyz f(x) # f(y) pro kazdé dva
riizné prvky x,y € S. O

Definice 3.29 (Formdlni zaddni iilohy perfektniho hasovdni): Pro danou mnozinu S C U hleddme @
haSovaci funkci h takovou, Ze

1) Pro kazdé dva prvky s,t € S takové, Ze s # t, plati h(x) # h(y) (tedy h je perfektni hasovaci funkce
na mnoziné S).

2) Funkce h hasuje do tabulky s m fddky, kde m je ptiblizné stejné velké jako |S| (neni praktické hasovat
do prilis velkych tabulek).

3) Funkce h musi byt rychle spoditatelna (jinak hasovani neni rychlé).

4) Ulozeni h nesmi vyzadovat prilis mnoho paméti (proto je nejvyhodnéjsi analytické zadani).

]

Definice 3.30 ((N,m,n)-perfektni soubor funkci): Mé&me univerzum U ={0,1,...,N —1}. Soubor funkci @
H z U do mnoziny {0,1,...,m—1} se nazyva (N, m, n)-perfektni, kdyz pro kazdou mnozinu S C U takovou,
Ze |S| = n, existuje h € H, perfektni na mnoziné S. O

Algoritmus 3.31: Perfektni haSovani. Mé&me univerzum U, mnozinu kli¢ti S € U a oznaéme N = [U|,n = @
IS|.

1) [Proni pomocnd haSovaci funkce] Pravdépodobnostnim algoritmem typu Las Vegas nalezneme prvo-
&islo qo, pro které plati, Ze go = O(n? log N) a haSovaci funkce ¢;, = x mod ¢ je perfekini funkce na
S.

2) [Pomocnd tabulka kvadratické velikosti] Polozime S; = {¢q0 (s) ‘ se€ S}.

3) [Druhd pomocnd hasovaci funkce] Pravdépodobnostnim algoritmem typu Las Vegas nalezneme prvo-
&islo g1, pro které plati, ze n(n — 1) < q; < 2n(n — 1) + 2, a dale nalezneme ¢islo € {1,...,q0 — 1}
takové, Ze hy g, 4,(x) = ((Ix) mod go) mod g1 je perfekinina S; € {0,...,q0 — 1}.

4) [Druhd pomocnd tabulka]PoloZime Sy = {h;44,(s) | s € S1}.

5) [Treti pomocnd hasovaci funkce] Zkonstruujeme perfekini hasovaci funkei g(x):

(i) Vstupem g(x) jsou klice z upraveného univerza U’ = {0,...,qo — 1}, pro které plati |U’'| = go.
Vyjdeme z haSovaci funkce ji(x) = (kx mod go) mod m. Pro ni si zadefinujeme proménnou b¥
pfedpisem

bf = |{x € S|ji(x) = i},

neboli kolik prvka pti pouziti haSovaci funkce ji padne do pfihradky i. Pro perfektni funkci
o¢ekavame, ze bf € {0, 1}.

(i) Nalezneme k takové, Ze pro m = n plati Z;ﬁal (bﬁ‘)z < 3n.

(iif) Proi = 0,...,m — 1 nalezneme mnoziny T; = {s € S, | ji(s) = i}

(iv) Pro kazdé i = 0,...,m — 1 takové, Ze S; # 0, nalezneme pro ¢; = |T;| (|T;| — 1) + 1 takové k;, Ze j,
je perfekini funkce na T, haSujici do tabulky velikosti ¢;. Pokud je T; = 0, pak poloZzime c¢; = 0.

(V) Proi =0,...,m -1 definujeme d; = Z;;(l) cj a pro x € U oznacime ji(x) = [.

(vi) Polozime g(x) = d; + ji, (%) = dj,(x) + fji(0(X)

6) [Hledand hasovaci funkce] Definujeme perfektni haSovaci funkci f(x) = g(hy 4.4, (#4,(x))), tedy
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Pro zvolené konstanty qo, 41,[, m a tabulku c; tedy funkce pro perfektini hasovani vypadajf takto:

¢(x) = xmodg

h(x) = (Ixmodgp)mod g

ch(;f = G {Iléd foymodm (perfektni hasovini)
i Z=0b

g = djw + i)

f) = gh(¢(x))

Poznamka: Cely algoritmus stoji na tom, Ze jsme schopni najit perfektni hasovaci funkci, pokud bychom
chtéli hasovat do tabulky, jejiz velikost by byla kvadratickd k po¢tu haSovanych kli¢i (tedy O(nz)). To
je vSak pomérné dost, hledame zptisob, jak to hasovat do tabulky velikosti O(n). Toho dosahneme tak,
Ze hasujeme dvakrét. Nejprve vSechna ¢isla prehasujeme spolecnou funkci (kterou ndhodné najdeme,
ve skriptech se pomérné obsirné dokazuje, Ze to jde najit pomérné rychle) a v tabulce délky O(m)
najdeme odpovidajici druhou hasovaci funkci, kterou dany kli¢ prehasujeme do mensi pomocné tabulky
T;. Toto déld popsand funkce g(x). Hasujeme do prostoru O(n) (coZ se opét ve skriptech pékné ukéze),
ale potiebujeme na to hasovaci funkci zadanou tabulkou o velikosti O(n), coz je v rozporu se ¢tvrtym
pozadavkem. Proto nejprve univerzum pomoci funkci hig a ¢;, seslapeme tak, Ze tabulky pro funkci g
mayji velikost jen O(nlogn + loglog N).

Zatimco na MIT, kde nemaji problém s definici g(x) tabulkou o velikosti O(1m1), délaji dvé volani ha-
Sovaci funkce a hledaji v dvojrozmérné tabulce, my délame jeden dotaz a tabulku méame serializovanou
do dlouhého pole (coz vyjadfuje ¢len d;).

S
; 0
r my ay by

of —+>{1]0[0]10
| [ ms a, b, 52

2| —>{ 4 |10{18]60|75| /] /

3 0 | 3
4 ; =~ SS
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s| —t>1]{0[0]70 ‘
6 / m, a; 177: 2 57
11— 9 |23[88|40 A A 37 [ AL AL /1L /] 22
] / 0 4.2 3 A .5 6. .F 3

3.3 Tiidéni ve vnitini a vnéjsi paméti
Heapsort

Mergesort

Quicksort

Bucketsort
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3.4 Dolni odhady pro uspofddani (rozhodovaci stromy)

Definice 3.32 (Rozhodovaci strom): Méjme tridici algoritmus A, ktery jako jedinou primitivni operaci
s prvky vstupni posloupnosti pouziva jejich porovnani. Rekneme, Ze bindrni strom T, jehoz vnitini
vrcholy jsou ohodnoceny porovnanimi a; < a; proi,j =1,...,n,i # j, je rozhodovacim stromem algoritmu
A pro n-prvkové posloupnosti, kdyz pro kazdou permutaci 7 z n-prvkové mnoziny plati, ze posloupnost
porovnavani pii tfidéni permutace n algoritmem A je stejna, jako posloupnost porovnani pii priichodu
permutace  stromem T. |

Véta 3.33 (Dolni odhad pro uspoiddani): Tridici algoritmus, jehoZ jedinou primitivni operaci s prvky
vstupni posloupnosti je porovnéani, bézi nejméné v case T(n) = O(nlog(n)).

Diikaz: Ttidici algoritmus A je korektni pravé kdyz pro kazdé dvé rtizné permutace mnoziny {1,...,n}
skon¢i v navzdjem rtiznych listech rozhodovaciho stromu T. Dolni odhad pro ¢as béhu algoritmu A v
nejhorsim ptipadé odpovida délce nejdelsi cesty z kofene do listu v rozhodovacim stromé. P¥i rovno-
mérném rozdéleni vstupnich posloupnosti odpovidd dolni odhad pro ¢as béhu algoritmu A primérna
délka cesty z kofene do listu.

Rozhodovaci strom je bindrnim stromem s n! listy (pocet vSech moznych permutaci n-prvkové mno-
ziny). Zaroven plati, Ze pokud méa nejdelsi cesta z kofene do listti v bindrnim stromé délku h, tak ma
strom nejvyse 2" listi. Tedy:

nl < 2"

PouZijeme odhad faktoridlu z diskrétni matematiky, a sice n2 < n!. Z toho vyplyva:

[SIE

'>nl>n

n

2" > n?
n
hlog,(2) = 5 log,(n)

h> %nlogz(n)
h > cnlog(n)

X2

Tedy plati, Ze vyska rozhodovaciho stromu je vys$si nez cnlog(n), a tedy ttidici algoritmus A, je-
hoZz jedinou primitivni operaci s prvky vstupni posloupnosti je porovnani, provede nejméné O(n log(n))
operaci. Q

3.5 Dynamizace datovych struktur

Definice 3.34 (Zobecnénij vyhleddvaci problém): Méjme univerza Uy, U, a Us. Pak se funkce f : Uy X
P(Uy) — Us nazyva zobecnénym vyhledavacim problémem. |

Ptiklad 3.35 (Vyhleddvaci problémy): Nasledujici funkce jsou vyhleddavacimi problémy:

e Méjme U; = U, = U, U3 = {0,1}. Operace MEMBER(x, A), kterd pro mnozinu A € U odpovi, zda
x € A (pak MEMBER(x,A) = 1), nebo x ¢ A (pak MEMBER(x,A) = 0), je vyhled4vaci problém.

e Méjme U; = U, = E" (Eukleidovsky prostor), Us = R*. Operace DISTANCE(x, A), kterd pro mno-
zinu A € E" a bod x spocitd vzdélenost bodu x od mnoziny A je vyhledavaci problém.

e Méjme U; = U, = E? (Eukleidovska rovina), Uz = {0,1}. Operace IN-CONVEX-HULL(x, A), ktera
pro dané A € E? rozhodne, zda je bod x je v konvexnim obalu mnoziny A, je vyhleddvacim problé-
mem.

Definice 3.36 (Statickd datovd struktura ¥esici vyhleddvaci problém): Rekneme, ze S je staticks datova
struktura fesici vyhledavaci problém f, kdyz je dan algoritmus, ktery pro mnozinu A C U, zkonstruuje
datovou strukturu S(A), a algoritmus zavisly na A, ktery pro x € Uy a S(A) vycisli f(x, A). O
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Piiklad 3.37: Prikladem statické datové struktury je napiiklad setfizené pole.

Definice 3.38 (Semidynamickd datovd struktura fesici vyhleddvaci problém): Staticka datova struktura
fesici vyhledavaci problém f se nazyva semidynamicka, kdyz navic existuji dva algoritmy, prvni pro x € Uy
a pro S(A) zkonstruuje S-strukturu S(A U {x}), a druhy vycislujici f(y,A U {x}) pro kazdé y € U;. Tato
operace se nazyva INSERT. O

Definice 3.39 (Dynamickd datova struktura fesici vyhleddvaci problém): Semidynamickd datova struk-
tura Fesici vyhledavaci problém f se nazyva dynamicka, kdyz navic existuje existuji dva algoritmy, prvni
pro x € Uy a S(A) zkonstruuje S(A \ {x}), a druhy vyc¢islujici f(y, A\ {x}) pro kazdé y € U;. Tato operace
se nazyva DELETE. O

Poznamka: Cilem je nalézt efektivni metody, jak prevést statické datové struktury na semidynamické a
dynamické datové struktury.

Definice 3.40 (RozloZitelny vyhleddvaci problém): Vyhleddvaci problém je rozlozitelny, pokud existuje
binarni operace ® na univerzu Uz takova, ze pro A,B € U,,AN B =0, a pro x € U, plati, Ze

fx,A)of(x,B) =f(x,AUB).
O

Piiklad 3.41: Operace MEMBER je rozlozitelna, protoze plati, ze MEMBER(x, A) V MEMBER(x, B) =
MEMBER(x, AUB). Stejné tak operace DISTANCE je rozlozitelna, protoze vzdalenost bodu x od mnoziny
A U B je minimem vzdalenosti od mnozin A a B. U konvexniho obalu to vsak neplati. Pokud x € A, pak
bude v konvexnim obalu A i AU B. Pokud je vSak x mimo A i B, pak neni v konvexnim obalu ani jedné
mnoziny, ale miize byt v konvexnim obalu A U B (pokud je x mezi nimi). Operace IN-CONVEX-HULL
tedy neni rozlozitelna.

Konstrukce semidynamické struktury

Méjme mnozinu A C U,. Budeme pro ni budovat strukturu R(A) (kterd bude simulovat S(A)) tak,
abychom do ni byli schopni efektivné pfidavat nové prvky, tedy abychom byli schopni efektivné vytvotit
strukturu R(A U {x}). Vyjdeme z toho, ze A = |J; A;, a Ze vyhledadvaci problém f je rozlozitelny, tedy Ze
vysledky volani f(x, A;), které ke své ¢innosti vyuZziva pfedpocitanou strukturu S(A;) 1ze pro rtzné A;
skladat pomoci operace ©. R(A) tedy sestavime tak, Ze A rozloZime na vhodné mnoziny A;, které budou
obsahovat zatim vloZené prvky x, a pro kazdou A; si nechame vytvofit odpovidajici S(A;). Pokud pak
dojde k volani f(x, A) nad strukturou R(A), tak ve skute¢nosti zavolame f(x, A;) nad vSemi mnozinami
A; C A (funkce f ke své ¢innosti vyuzije ulozené struktury S(A;)) a jejich vysledek slozime.

Mnoziny A; musi pro dané A; byt bud prazdné, tedy A; = 0, nebo musi platit |A;| = 2°. Z toho plyne,
Ze pokud |A| = n, pak sta¢f vzit bindrni zapis ¢isla 1, a pokud i-ty bit bude 1, pak A; bude neprazdna.

Abychom efektivné zjistili, zda jiZ x je v A, tedy zda existuje néjaké A;, pro které plati x € A;, a tedy
existovala struktura S(A;) spoctend s ohledem na x, budeme si drzet vhodnou vyhledédvaci strukturu
T (napf. B-strom, bindrni vyhledavaci strom apod.), ve které si budeme drzet dvojice (kli¢, pointer na
prislusnou mnoZinu A;).

Operace © musi byt spocitatelna rychle, tedy vyZadujeme, aby méla ¢as O(1).

Slozitost jednotlivych operact:

e Qs(n) — ¢as na vydisleni f(x, A), pokud |A| = n.
e Ss(n) — pamétovy prostor potfebny k reprezentaci n-prvkové mnoziny.
e Pg(n) — ¢as na vytvofeni struktury S(A) pro |A| = n.
. v, 2 14 > Ss(n) Ps(n) . oz
Navic pfedpokladame, ze Qs(n), == a == jsou neklesajici.
Piiklad 3.42: Méjme vyhledavaci problém ,nalezeni nejblizsiho bodu v roviné pro zadany bod“. Péknou
datovou strukturou, ktera nam toto umozni spocitat je Voronoi diagram, ktery jsme schopni pro danou

50



mnozinu bodu velmi rychle spocitat (O(nlog(n)). Na druhou stranu, kdyz uz je spocteny, tak do néj
neumime efektivné pridavat nové body. Bylo by mozné pro kazdy novy bod stary diagram zahodit a
spocitat diagram novy. To vsak neni tieba, protoze hledani nejblizsiho bodu je rozlozitelny vyhledavaci
problém (kdy?z si vezmu dvé mnoziny bodii A, B a spoc¢tu pro kazdou z nich ten nejblizsi bod k danému
X, pak pro AUB stac¢i vzit minimum ze spoctenych vzdélenosti). Body v roviné mi tedy tvoii dohromady
mnozinu A, kterou si muzu rozdélit na vhodné mnoziny A;, podle toho, jak mi body prichazely. Pro
kazdou mnozinu A; si spoctu jeji Voronoi diagram (tedy S(A;)). Po pfidani bodu tedy nemusim zahodit
vse, co se doposud pocitalo, ale pfepocitat musim jen malou ¢ast prostoru.

Operace Vy¢isli(x) T(n) = O(Qs(n)log(n))

Postupné projde viechny A; a zavold na nich f (x, A;). Nasledné vysledky spoji
pomoci operace O.

1. procedure Vycisli(x):
ip « libovolné &islo z {0,..., 1 + [log(IA]]} takové, Ze A;, # 0
res — f(x,Aj)
for eachi e {0, R S Llog(lAl)J} LA #0,i # ig do:
res « res O f(x, A;)
end for each
return res

N o w N

Operace Insert(x) Tn) =0 (% log(n))

Nejprve nalezneme i takové, ze A; = 0, a poté do A; vloZime x a prvky ze vSech
Aj,j < i. Struktury S(A;) zahodime. Operace odpovida pficteni jednicky k n v
bindrni soustave.

1. procedure Insert(x):
if x € T then return end if
INSERT(T,x)
A; = {x}
i < nejmensi i takové, ze A; = 0
for each j < i do:
A =AU A]
A]‘ = @
delete S(A))
end for
vytvot S(A;)

©® N O W

_
= o

Konstrukce semidynamické struktury se zaru¢enym nejhorsim ¢asem

Pro kazdé i si povolime az ¢tyfi riizné mnoziny velikosti 2. Protoze u pfedchozi konstrukce mohlo
dojit k tomu, Ze uZivatel ¢ekal netimérné dlouho na to, az se mu vytvofi velkad S(A;), tak si nyni budeme
vétsi S(A;) pfipravovat, hned jak pro néj ziskdme data (tzn. do A bude vloZeno dost prvkii). Ve chvili,
kdy budeme mit pIné mnoziny A; a A; 1, tak mame dost prvkii na to, abychom zaplnili néjakou mnozinu
Aji1,. (protoze |A,'+1,* =2 |Ai,* ), a tedy spustime vyrobu S(A;,1). Protoze nemame k dispozici paralelizaci,
a nechceme, aby uZzivatel dlouho ¢ekal, tak pti vyrobé S(A;.) (|A,;* = 2') nechdme v jednom kroku
algoritmu pocitat pouze % krok algoritmu, ktery ndm S(A;) vyrabi. To vede k tomu, Ze nové struktury
mame piipravené ve chvili, kdy je potfebujeme. Zarovern po dobu vyroby S(A;,1.) mtZeme pouZzivat
S(Ai10) a S(Ai1,1).

Operace Vyéisli(x) T(n) =
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Operace Insert(x) T(n) =

Vzdy vkladam do prvni

Konstrukce dynamické struktury

3.6 Samoupravujici datové struktury, relaxované vyhledavaci stromy

3.6.1 Samoupravujici datové struktury

Samoupravujici seznamy

Definice 3.43 (MFR strategie): MFR (move front rule) strategie pri kazdé operaci Member(x) nebo
Insert(x) pfesune (¢i vlozi) prvek x na zacatek seznamu. m]

Definice 3.44 (TR strategie): TR (transition rule) strategie pfesune prvek x pfi kazdé operaci Member(x)
nebo Insert(x) o jeden prvek bliz zaéatku seznamu. Pokud prvek x pfes zavolanim operace Insert(x) v
seznamu nebyl, vlozi ho na predposledni misto. O

Definice 3.45 (TIMESTAMP strategie): Pro kazdy prvek seznamu si pamatujeme cas, kdy byl naposledy
argumentem néjaké operace Member(x) nebo Insert(x). V pfipadsé, Ze prvek doposud nebyl argumentem
zadné operace, tak nebude presunut. V opacném pripadé ho presuneme pied prvni prvek y, ktery je
v seznamu pred x a nebyla na ném provedena zadna operace od chvile, kdy byla naposledy provedena
operace na x (tzn. je v ném uloZen nizsi timestamp). O

Poznamka: TR strategie ma lepsi ocekavany c¢as nez MFR strategie, ale jsou pripady, kdy je MFR
strategie podstatné rychlejsi nez TR strategie. Zadna strategie nemiize byt vice nez dvakrat rychlejsi nez
MFR strategie (Ize dokézat).

Splay stromy

3.6.2 Relaxované vyhleddvaci stromy
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